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0 はじめに
モノドロミー保存系の量子化はまだ分野として確立していない. しかしここ数年の考察
によってかなり形ができて来たように思われる. この論説では未発表の結果を含めて最近
の考察について説明したい. 説明を簡単にするために数学的に厳密な定式化は避け, 本質
的な内容について説明することにする.

1 量子化が構成されている古典モノドロミー保存系
この節では量子化が構成されている古典モノドロミー保存系 (classical monodromy-

preserving system) について簡単に説明する.

1.1 モノドロミー保存変形の理論の概略

複素解析的線形常微分方程式の基本的な考え方は次の通りである:

1. まず各特異点で何らかの意味で正規化された形式解を構成する.

2. 次に特異点における展開が形式解に一致する局所解の存在を示す. 特異点が不確定
特異点の場合には特異点を頂点に持つあるセクターの上で定義された正則函数で特
異点における漸近展開が形式解に一致するものの存在を示す.

3. 異なる定義域を持つ局所解たちを繋げるモノドロミーデータ (モノドロミー行列と
接続行列) について考える.

4. 逆に与えられたモノドロミーデータを持つような線形常微分方程式が存在するかど
うかについて考える (Riemann-Hilbert 問題).

モノドロミー保存変形の理論ではさらに次のように考える:

5. モノドロミー行列と接続行列を保つような線形常微分方程式の変形がどれだけある
かを調べる. そのような変形を線形常微分方程式のモノドロミー保存変形と呼ぶ. モ
ノドロミー保存変形は線形常微分方程式の係数に関する非線形微分方程式で記述さ
れる. (たとえば古典的な 6種類の Painlevé 方程式はモノドロミー保存系の特殊な
場合になっている.)
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6. モノドロミー保存変形方程式の離散的対称性を記述する. (Bäcklund変換や Schlesinger

変換の理論).

7. モノドロミー保存変形方程式の解の構成と性質を研究する (τ 函数の理論).

モノドロミー保存変形の理論では, 連続的なモノドロミー保存変形を記述する非線形微分
方程式だけではなく, その方程式の離散的な対称性も合わせて扱うことが重要である. そ
こでモノドロミー保存変形方程式とその離散的な対称性を合わせてモノドロミー保存系
と呼ぶことにする.

1.2 Painlevé IV の対称形式とその高階化の Lax 表示

モノドロミー保存系の典型的な例で最もわかり易いものはPainlevé IV の対称形式とそ
の高階化の Lax 表示である.

記号の準備. n × n の行列単位を Eij と書くことにし, 行列単位の添字を n 周期的に
整数全体に拡張しておく. n 次の単位行列をも 1 と書くことにする. 2つの整数 i, j が
mod n で等しいとき i ≡ j と書くことにする. さらに i ≡ j のとき 1 となり, それ以外の
とき 0 になる mod n の Kronecker の delta を δi≡j と書くことにする. n × n 行列 Λ(z)

を次のように定める:

Λ(z) =
n−1∑
i=1

Ei,i+1 + zEn1 =




0 1

0
. . .
. . . 1

z 0




.

以下の構成において, 0 でない複素定数 κ を固定し, n は 3 以上の奇数であると仮定する.

(偶数の場合は様々な議論が複雑になる.)

1.2.1 モノドロミー保存変形を記述する微分方程式の記述

パラメータ ε1, . . . , εn を成分に持つ対角行列を ε と書き, 従属変数 f1, . . . , fn を成分に
持つ対角行列を f と書くことにする:

ε = diag(ε1, . . . , εn), f = diag(f1, . . . , fn).

εi, fi の添字を次の条件によって整数全体に拡張しておく:

εi+n = εi + κ, fi+n = fi.

n × n 行列 A の Λ(z)k による相似変換を A[k] = Λ(z)kAΛ(z)−k と書くことにする. たと
えば

ε[k] = diag(ε1+k, . . . , εn+k), f [k] = diag(f1+k, . . . , fn+k).

モノドロミー保存変形される線形常微分方程式として次を考える:

κz
∂Y

∂z
= L(z)Y. (1.1)
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ここで

L(z) = ε + fΛ(z) + Λ(z)2 =




ε1 f1 1

ε2 f2
. . .

ε3
. . . 1

z
. . . fn−1

zfn z εn




. (1.2)

この線形常微分方程式は原点 z = 0 に確定特異点を持ち, 無限遠点 z = ∞ に rank 2 の不
確定特異点を持つ. 解 Y = Y (z) について考える場合には GLn(C) 値の解を考える.

天下り的になってしまうがさらに次の線形微分方程式を考える:

∂Y

∂t
= B(z)Y. (1.3)

ここで

B(z) = (f + f [2] + · · ·+ f [2g]) + Λ =




b1 1

b2
. . .
. . . 1

z bn




, (1.4)

bi = fi + fi+2 + · · ·+ fi+2g.

以上の 2つの線形微分方程式 (1.2), (1.4) の両立条件は次の零曲率方程式になる:
[

∂

∂t
−B(z), κz

∂

∂z
− L(z)

]
= 0. (1.5)

ここで [ , ] は行列値函数係数の線形微分作用素の交換子である. この零曲率方程式は

∂L(z)

∂t
= [B(z), L(z)] + κz

∂B(z)

∂z
.

と書き直せ, これは fi たちに関する非線形微分方程式の形になっている.

実はこれらの非線形微分方程式が線形微分方程式 (1.1) のモノドロミー保存変形を記述
している. モノドロミー保存変形の定義は解析的だがそれを記述する微分方程式は以上の
ように純代数的に記述可能である. この事実はここで扱っている特別な場合に限らず一般
的に成立している. (一般の場合について [8], [9] を参照せよ.)

例 1.1 (Painlevé IV の対称形式) nは 3以上の奇数であると仮定したのであった. n = 3

のときモノドロミー保存変形を記述する零曲率方程式は次の連立方程式と同値である:

∂f1

∂t
= f3f1 − f1f2 − (ε1 − ε2),

∂f2

∂t
= f1f2 − f2f3 − (ε2 − ε3),

∂f3

∂t
= f2f3 − f3f1 − (ε3 − ε1 − κ).

この微分方程式系は Painlevé IV の対称形式と呼ばれている. この連立一階の微分方程式
を一つの高階単独の微分方程式に書き直すと古典的な Painlevé IV 方程式が現われる. モ
ノドロミー保存変形を考えるためには κ 6= 0 でなければいけないが, もしも κ = 0 なら
ば Painlevé IV の対称形式は Lotka-Volterra 型の可積分系になる.
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n が 5 以上の奇数の場合でも方程式を具体的に書き下すこともできる. n が 3 以上の
奇数のとき零曲率方程式 (1.5) は次と同値である:

∂fi

∂t
=

(
g∑

k=1

fi+2k

)
fi − fi

(
g∑

k=1

fi+2k−1

)
− (εi − εi+1).

εn+1 = ε1 + κ と仮定したので εn − εn+1 = εn − ε1 − κ である. これは Painlevé IV の (対
称形式の)高階への一般化であると考えることができる. そこで (1.5) を Painlevé IV の
対称形式の高階化もしくはその Lax 表示と呼ぶことにする.

以上の結果の証明は易しい. [12], [10] では n が偶数の場合も扱われている.

Lax 表示 (1.5) の重要な点は A
(1)
n−1 型の拡大アフィン Weyl 群対称性が容易に記述でき

ることと無限自由度を持つソリトン系との関係が見易くなることである. 実はソリトン系
との関係と拡大アフィンWeyl 群対称性の両方をアフィン Lie 群の言葉によって統一的に
記述することができる. しかしソリトン系との関係はモノドロミー保存系の量子化の問題
とは直接関係しないのでこのレポートでは省略することにする.

1.2.2 モノドロミー保存変形を記述する微分方程式の離散対称性

αi, Gi(z) を次のように定める:

αi = εi − εi+1, Gi(z) =





1 +
αi

fi

Ei+1,i (i 6≡ n),

1 + z−1αi

fi

Ei+1,i (i ≡ n).

εi+n = εi + κ, fi+n = fi と仮定したので次が成立する:

αi+n = αi, Gi+n(z) = Gi(z).

ω, si で生成され次の関係式を持つ離散群を W̃ (A
(1)
n−1) と表わし, A

(1)
n−1 型の拡大アフィ

ン Weyl 群と呼ぶことにする:

ωsi = si+1ω, si+n = si,

s2
i = 1, sisj = sjsi (j 6≡ i, i± 1), sisi+1si = si+1sisi+1.

ωn = 1 と仮定していないことに注意せよ. κ = 0 の場合には ωn = 1 と仮定できるが,

κ 6= 0 の場合は ωn = 1 と仮定してはいけない.

κz∂/∂z − L(z) を εj, fj たちの母函数とみなし, 拡大アフィン Weyl 群 W̃ (A
(1)
n−1) の双

有理作用を次のように定めることができる:

ω

(
κz

∂

∂z
− L(z)

)
= Λ(z)

(
κz

∂

∂z
− L(z)

)
Λ(z)−1, (1.6)

si

(
κz

∂

∂z
− L(z)

)
= Gi(z)

(
κz

∂

∂z
− L(z)

)
Gi(z)−1. (1.7)

この双有理作用は具体的には次のように書ける:

ω(εj) = εj+1, ω(fj) = fj+1,
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si(εj) =





εj+1 (j ≡ i),

εj−1 (j ≡ i + 1),

εj (j 6≡ i, i + 1),

si(fj) =





fj ± αi

fi

(j ≡ i± 1),

fj (j 6≡ i± 1).

εi+n = εi + κ と仮定したので特に

sn(εn) = εn+1 = ε1 + κ, sn(ε1) = sn(εn+1 − κ) = εn − κ.

これが実際に拡大アフィン Weyl 群作用として well-defined であることは直接的な計算で
も確かめられるし, ソリトン系 (戸田系) からの簡約を用いて証明することもできる. しか
もこの作用は (1.6), (1.7) よりモノドロミー保存変形方程式 (1.5) を明らかに保っている.

以上によってモノドロミー保存変形方程式 (1.5) は拡大アフィン Weyl 群対称性を持つ
ことがわかった. 公式 (1.6), (1.7) をモノドロミー保存変形方程式 (1.5) の拡大アフィン
Weyl 群対称性の Lax 表示と呼ぶことにする.

注意 1.2 拡大アフィン Weyl 群対称性の Lax 表示 (1.6), (1.7) は形式的には κz∂/∂z の
Y への作用 (1.1) と ω, si の Y への作用

ω(Y ) = Λ(z)Y, si(Y ) = Gi(z)Y.

の可換性に同値である. 実は κz∂/∂z, ω, si の作用はアフィン Lie 群に基づいたソリトン
系 (戸田系) の言葉で綺麗に記述することができる.

一般に線形常微分方程式のモノドロミー保存変形を記述する微分方程式は離散的な対称
性を持っている. モノドロミー保存変形を記述する微分方程式とその離散的対称性の双有
理作用を合わせてモノドロミー保存系と呼ぶことにする. モノドロミー保存系を量子化す
る場合には微分方程式だけではなく, 離散的対称性をも同時に量子化しなければいけない.

1.2.3 モノドロミー保存系の Hamiltonian 構造

Poisson 括弧と Hamiltonian と呼ばれる函数の組を Hamiltonian 構造 (Hamiltonian

structure) と呼ぶことにする. モノドロミー保存系の正準量子化を考えるためにはまず最
初にその Hamiltonian 構造を構成する必要がある. (ここでは Poisson 括弧を交換子に置
き換えることによる量子化を正準量子化と呼んでいる.)

筆者が知る限りにおいて一般のモノドロミー保存系に対する自然な Hamiltonian 構造
を構成する方法はまだ知られていない. しかし上で説明した Painlevé IV の対称形式の高
階化に関してはHamiltonian 構造を表現論的に自然に構成することができる. しかしここ
では天下り的な構成で満足することにする.

Poisson 括弧を次のように定める:

{εi, εj} = 0, {εi, fj} = 0, {fi, fj} =

{
∓1 (i ≡ j ± 1),

0 (i 6≡ j ± 1).

この Poisson 括弧は拡大アフィン Weyl 群の双有理作用 (1.6), (1.7) で保たれる. そのこ
とは次の公式からただちに導き出される:

si(fj) = e−αi{log fi,.}fj = fj − αi{log fi, fj}+
α2

i

2
{log fi, {log fi, fj}} − · · · .

この公式は {log fi, {log fi, fj}} = 0 となることからすぐに得られる.
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注意 1.3 Poisson 括弧を保つ Weyl 群作用は n を奇数と限らなくても完全に同じ式で定
義可能である. si の fj への作用を Hamiltonian −αi log fi に付随する時間発展の時刻 1

における値で定義することは一般の Kac-Moody Lie 代数の上三角の場合に拡張可能であ
る ([13]).

n は 3 以上の奇数であると仮定していたのであった. そこで n を n = 2g + 1 と表わし
ておく. このとき tr L(z)g+2 は n = 3 ならば z の 2 次式になり, n = 5 ならば z の 1 次
式になる. Hamiltonian と呼ばれる εi, fi たちの函数 H を次のように定める:

H =

(
1

g + 2
tr L(z)g+2 における z の係数

)
.

一般に H は fi たちに関する 3 次式になり, 具体的な形も書き下すことができるがここで
は省略する. 具体形に関しては [12], [10] を参照せよ.

Poisson 括弧の表現論的な構成法に関する易しい一般論によって (Hamiltonian の具体
形を使わずに)次を容易に示すことができる:

{H, L(z)} = [B(z), L(z)].

ここで左辺は H と L(z) の各成分の Poisson 括弧を取ってできる行列を意味している.

εi, fi で生成される代数に derivation a 7→ at を次のように定める:

εi,t = 0, fi,t = κδi≡n

ここで δi≡j は mod n の Kronecker の delta である. この derivation は Poisson 括弧に
関しても derivation になっている. よってこの derivation に関する時間発展は Poisson

algebra の自己同型を与える. このとき次が成立している:

L(z)t = κz
∂B(z)

∂z
.

したがってモノドロミー保存変形を記述する微分方程式 (1.5) は次と同値である:

∂L(z)

∂t
= {H, L(z)}+ L(z)t.

これは解析力学における正準方程式の形をしている.

以上によって Painlevé IV の対称形式とその高階化は自然な Hamiltonian 構造を持
つことがわかった.

例 1.4 (Painlevé IV の対称形式の場合) n = 3 のとき

H = f1f2f3 + (ε1 + ε2)f1 + (ε2 + ε3)f2 + (ε3 + ε1)f3.

したがって {fi±1, fi} = ±1 より容易に

{H, fi} = fi−1fi − fifi+1 − (εi − εi+1)

となることがわかる. これは {H,L(z)} = [B(z), L(z)] と同値である.
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注意 1.5 (歴史) Painlevé IV の対称形式とその高階化の Hamiltonian は [12] などによっ
てすでに知られていた. しかしそれが L(z) のべきのトレースの形で表示できることは知
られていなかった. (そもそも [12] では Lax 表示を基礎に議論が進められていない.)

筆者が Painlevé IV の対称形式とその高階化の Hamiltonian が L(z) のべきのトレース
型になっていることに気付いたのは 2003 年の秋頃である. そのとき筆者は古典の場合だ
けではなく [10] で量子化された Painlevé IV の対称形式のHamiltonian も L(z) のべきの
トレースに完全に一致していることにも気付いた. Painlevé IV の対称形式 (n=3 の場合)

の量子化の Hamiltonian は形式的には古典の場合の Hamiltonian に ~ に比例した補整項
を付ける必要がある. その補整項も含めて L(z) のべきのトレースで再現される. (n = 5

ではそのような補整項は必要ない.)

このことに気付いたことによって Hamiltnian の構成法に関する明確な方針が立てられ
た. この方針を実際に実行したのが名古屋創氏の仕事 [11] である.

多くの可積分系において Hamiltonian を L-operator のべきのトレースの形で表示でき
る (その表示は古典 r 行列の理論に大幅に一般化される). モノドロミー保存系でもその考
え方は有効である.

注意 1.6 (可積分系への極限) Painlevé IV の対称形式とその高階化は κ = 0 のとき可積
分系になる. L(z) の変数 w に関する特性多項式は z, w の多項式になる. その係数として
互いに可換な Hamiltonians が得られる.

1.3 量子化が構成されている他の場合

筆者が知る限りにおいて, 現在量子化が構成されているモノドロミー保存系は本質的に
以下に挙げるものしか存在しない. (明らかな変種を除く. たとえば KZ 方程式を楕円 KZ

方程式に一般化したり, A 型の場合を一般の型に一般化した場合は除く.)

1.3.1 すべての特異点が確定特異点の場合

変形される線形微分方程式は次の通り:

κ
∂Y

∂z
= L(z)Y, L(z) =

N∑
a=1

La

z − za

.

ここで κ は 0 でない定数であり, であり, La は La;ij を (j, i) 成分として持つ n× n 行列
である. モノドロミー保存変形を記述する方程式は上の次の線形微分方程式の両立条件に
よって与えられる:

κ
∂Y

∂za

= Ba(z)Y, Ba(z) = − La

z − za

.

確定特異点の位置 za たちが変形パラメータになり, モノドロミー保存変形を記述する方
程式は次の形になる:

κ
∂L(z)

∂za

= [Ba(z), L(z)] + κ
∂Ba(z)

∂z
.

この微分方程式は Schlesinger 方程式と呼ばれている.

この系の自然な Poisson 括弧は次のように定義される:

{La;ij, Lb;kl} = δab(δjkLa;il − δliLa;kj).
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古典 r 行列 r(z − w) を次のように定める:

r(z − w) =

∑
i,j Eij ⊗ Eji

z − w
.

このとき上の Poisson 括弧は次の母函数表示を持つことがわかる:

{L(z)1, L(w)2} = [L(z)1 + L(w)2, r(z − w)]. (1.8)

ここで L(z)1 = L(z)⊗ 1, L(w)2 = 1⊗ L(w) であり, {A1, B2} の定義は次の通り:

{∑
i,j

aijEij ⊗ 1,
∑

k,l

bkl 1⊗ Ekl

}
=

∑

i,j,k,l

{aij, bkl}Eij ⊗ Ekl.

Hamiltonians の母函数 H(z) と Hamiltonians Ha が次のように定義される:

H(z) =
1

2
tr L(z)2 =

N∑
a=1

(
Ca

(z − za)2
+

Ha

z − za

)
.

Ca, Ha の具体的形は次のようになる:

Ca =
1

2
tr L2

a, Ha =
∑

b( 6=a)

tr(LaLb)

za − zb

.

このとき L(z) が陽に含んでいる za に関する偏微分を L(z)za と書くと次が成立している:

{L(z), Ha} = [Ba(z), L(z)], L(z)za =
∂B

∂z
. (1.9)

よって Schlesinger 方程式は次と同値である:

κ
∂L(z)

∂za

= {L(z), Ha}+ κL(z)za .

これで Schlesinger 方程式が Hamiltonian 構造を持つことがわかった.

(1.9)の前者の等式の証明. (1.8) と Poisson 括弧の Leibnitz 性より,

1

2
{L(z)1, (L(w)2)2} =

1

2

(
[L(z)1 + L(w)2, r(z − w)]L(w)2

+ L(w)2[L(z)1 + L(w)2, r(z − w)]
)
.

この等式に第 2 成分に関するトレース tr2 : A ⊗ B 7→ A tr(B) を作用させる1. すると
tr(AB) = tr(BA) だけを使って次が示される2:

{L(z), H(z)} = tr2(L(z)1r(z − w)L(w)2)− tr2(L(w)2r(z − w)L(z)1)

12007年 6月 14日追記. tr2 の定義 tr2(A⊗B) = A tr(B) は行列 A, B の成分が可換環の元である場合
には well-defined だが, 非可換環の元である場合には well-defined ではない. A が C 上の非可換環である
とき, tr2 : Mn(A) ⊗A Mn(A) → Mn(A) は自然な同型 A⊗C Mn(C) ⊗C Mn(C) ∼→ Mn(A) ⊗A Mn(A) の
逆写像と idA⊗ tr2 : A⊗C Mn(C)⊗C Mn(C) → A⊗C Mn(C) と 自然な同型 A⊗C Mn(C) ∼→ Mn(A) の合
成として定義される. 具体的には A,B ∈ Mn(C) と α ∈ A に対して tr2(αA⊗B) = αA tr(B).

22006年 6月 14日追記. tr2(AB) = tr2(BA)は行列 A, B の成分が可換環の元である場合には成立するが,
非可換環の元である場合には必ずしも成立するとは限らない. 以下 A,B, C, D は成分が可換環の元であるよ
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= L(z) tr2(r(z − w)L(z)2)− tr1(r(z − w)L(w)2)L(z)

= −[tr2(r(z − w)L(w)2), L(z)].

tr2(r(z − w)L(w)2) は次のように計算される:

tr2(r(z − w)L(w)2) =
L(w)

z − w
=

1

z − w

N∑
a=1

La

w − za

.

よって tr2(r(z − w)L(w)2) の w = za での留数は −Ba(z) = La/(z − za) に等しい. これ
より (1.9) が成立することがわかる.

Schlesinger 方程式の量子化 (の Schrödinger 表示) はアフィン Lie 代数をゲージ対称
性を持つ量子共形場理論におけるKnizhnik-Zamolodchikov (KZ) 方程式に一致している
([15], [4]). この事実よりモノドロミー保存系の量子化は量子共形場理論と深く関係してい
そうなことがわかる.

Schlesinger 方程式は Schlesinger 変換と呼ばれる離散的な対称性を持つがその量子化は
まだ構成されていない. 共形場理論において Schlesinger 変換の量子化はどのような意味
を持っているのだろうか? このようにモノドロミー保存系の量子化を考えることによって
量子共形場理論の側にも新しい視点がもたらされる.

KZ 方程式の解を多変数超幾何積分で構成することができることが知られている. 他の
場合にも同様になっていると予想できる. ただし不確定特異点を持つ線形常微分方程式の
モノドロミー保存変形の量子化の解を構成するために多変数合流型超幾何函数が必要に
なるだろう. このように共形場理論との関係を考えることによってモノドロミー保存系の
量子化の解の形におおまかな予想を立てることが可能になる.

1.3.2 無限遠点にのみ rank 1 の不確定特異点を持つ場合

Babujian と Kitaev は [2] で次の形の線形常微分方程式のモノドロミー保存変形を量子
化した:

∂Y

∂z
= L(z)Y, L(z) = diag(w1, · · · , wn) + diag

N∑
a=1

La

z − za

.

うな n次正方行列であるとし, AB = BAと仮定する. このとき tr2((A⊗C)(B⊗D)) = tr2((B⊗D)(A⊗C))
である. 実際

tr2((A⊗ C)(B ⊗D)) = tr2(AB ⊗ CD) = AB ⊗ tr2(CD)
= BA⊗ tr2(DC) = tr2(BA⊗DC) = tr2((B ⊗D)(A⊗ C)).

特に C2 = 1⊗ C, a = B ⊗D について tr2(C2a) = tr(aC2) である. これを C = L(w) に適用することに
よって以下が導かれる:

tr2
(
[L(z)1, r(z − w)]L(w)2

)
= tr2

(
L(z)1r(z − w)L(w)2

)− tr2
(
L(w)2r(z − w)L(z)1

)
,

tr2
(
L(w)2[L(z)1, r(z − w)]

)
= tr2

(
L(z)1r(z − w)L(w)2

)− tr2
(
L(w)2r(z − w)L(z)1

)
,

tr2
(
[L(w)2, r(z − w)]L(w)2

)
= 0,

tr2
(
L(w)2[L(w)2, r(z − w)]

)
= 0,

tr2
(
L(w)2r(z − w)

)
= tr2

(
r(z − w)L(w)2

)
.
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ここで La は n× n 行列である. ただし [2] で扱われているのは n = 2 の場合だけである.

変形パラメータは za と wb になる. Poisson 構造と za に対応する Hamiltonian は前節と
まったく同じように構成される. しかし wb に対応する Hamiltonian は別に構成しなけれ
ばいけない.

この場合の量子化 (の Schrödinger 表示) は KZ 方程式を一般化した形になる. Felder

たちの論文 [3] によってこの場合に量子化された場合の解が多変数合流型超幾何函数で構
成できることが証明されている. しかし, この場合も Schlesinger 変換の量子化は構成さ
れていない.

1.3.3 A
(1)
n−1 型のアフィン Lie 代数に付随する系

これは Painlevé IV の対称形式とその高階化のさらなる一般化になっているので, その
場合と同じ記号法をここでも使うことにする. (ただし n は奇数でなくても構わない.) 変
形されるべき線形常微分方程式は次の通り:

κz
∂Y

∂z
= L(z)Y, L(z) =

m∑

k=0

fkΛ(z)k.

ここで fk = diag(f1,1+k, . . . , fn,n+k) である. 名古屋創は [11] で n,m に関するある条件
のもとでモノドロミー保存系のある部分系の量子化を構成した. 実はその仕事は量子化す
る前の段階でのHamiltonian 構造に関する新しい結果を含んでいる. 不確定特異点がある
ケースのモノドロミー保存系で Hamiltonian 構造が明確に構成されている場合はあまり
多くない.

拡大アフィン Weyl 群の双有理作用の構成はPainlevé IV の対称形式とその高階化の場
合と完全に同様である. その量子化もかなり易しい.

1.3.4 奇数の準周期を持つ dressing chain

古典の場合の dressing chain に関しては [16], [17], [1] を参照せよ. 3 以上の奇数の準周
期 n = 2g + 1 を持つ dressing chain は第 2.3.1節で説明した Painlevé IV とその高階化と
同値である. この場合の量子化は筆者によって構成された.

1.3.5 Weyl 群の双有理作用の q 差分版

長谷川浩司は [7] でKajiwara-Noumi-Yamada [5] の q 差分版の Weyl 群作用の量子化
を構成した. この場合の理論は量子展開環の理論と関係しているはずなのだが, まだその
点は解明されていない.

1.3.6 A
(1)
1 × A

(1)
2g 型の Weyl 群の双有理作用のA

(1)
2g の部分

古典の場合の A
(1)
m−1 ×A

(1)
n−1 型の Weyl 群の双有理作用に関しては [6], [14] を参照せよ.

この場合の量子化における最初の困難は出発点になる古典系で Poisson 構造が一切考慮
されていないことである.
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しかし筆者は (m, n) = (2, 2g + 1) の場合は適当な q 交換関係を設定することによって
A

(1)
2g 型のWeyl 群作用の部分が量子化可能であることを発見した. さらにその Weyl 群作
用は適当な変数変換によって長谷川が構成した q 差分版の Weyl 群作用の量子化と一致
することも示せる.

古典の場合のA
(1)
m−1×A

(1)
n−1型のWeyl群の双有理作用の片側はある種の unipotent crystal

への自然なWeyl 群双有理作用とみなせる. したがって筆者による (m,n) = (2, 2g +1) の
場合の結果は一般の unipotent crystal の量子化という問題の出発点を与えていることに
なる. この問題の最初の困難は unipotent crystal の理論では Poisson 構造が一切考慮さ
れていないことである.

2 モノドロミー保存系の量子化の例

2.1 Schlesinger 方程式の量子化

Schlesinger 方程式の量子化は [15], [4] によって得られた.

La;ij (a = 1, . . . , N , i, j = 1, . . . , n) は次の交換関係をみたしていると仮定する:

[La;ij, Lb;kl] = δab(δjkLa;il − δliLa;kj).

La;ij たちで生成される代数は U(gln)⊗N に同型である. 各 a に対して La;ij を j, i 成分に
持つ行列を La =

∑
ij La;ijEij と置き, 古典の場合と形式的には同様に L-operator L(z) と

B-operator Ba(z) を次のように定義する:

L(z) =
N∑

a=1

La

z − za

, Ba(z) = − La

z − za

.

r(z − w) を古典の場合と同様に次のように定める:

r(z − w) =

∑
i,j Eij ⊗ Eji

z − w
. (2.1)

このとき上の交換関係は次の母函数表示を持つことがわかる:

[L(z)1, L(w)2] = [L(z)1 + L(w)2, r(z − w)]. (2.2)

ここで L(z)1 = L(z)⊗ 1, L(w)2 = 1⊗ L(w) であり, 自然な交換子の計算より次が成立し
ている: [∑

i,j

aijEij ⊗ 1,
∑

k,l

bkl 1⊗ Ekl

]
=

∑

i,j,k,l

[aij, bkl]Eij ⊗ Ekl.

Schlesinger 系の量子化の Hamilitonians Ha は古典の場合とまったく同様に次の式で定
義される:

H(z) =
1

2
tr L(z)2 =

N∑
a=1

(
Ca

(z − za)2
+

Ha

z − za

)
.

Ca, Ha の具体的形も古典の場合と完全に同じ形になる:

Ca =
1

2
tr L2

a, Ha =
∑

b( 6=a)

tr(LaLb)

za − zb

.
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このとき L(z) が陽に含んでいる za に関する偏微分を L(z)za と書くと次が成立している:

[L(z), Ha] = [Ba(z), L(z)], L(z)za =
∂Ba(z)

∂z
. (2.3)

したがって Hamiltonian Ha に関する Heisenberg 方程式

κ
∂L(z)

∂za

= [L(z), Ha] + κL(z)za

は次の Lax 方程式と同値になる:

κ
∂L(z)

∂za

= [Ba(z), L(z)] + κ
∂Ba(z)

∂z
.

これらの方程式を量子 Schlesinger 方程式の Heisenberg 表示と呼ぶことにする.

(2.3)の前者の等式を証明しよう.

注意 2.1 (2006年 6月 14日の修正) 2006年 3月版における (2.3)の前者の等式の証明は
誤りであった. そこでは well-defined でない tr2 を用いていた.

La;ij たちから体 K := C(z, w, z1, . . . , zN) 上生成される代数を A と書き, n 次の単位行
列を E と書くことにする. 線形写像 tr2 : Mn(A)⊗A Mn(A) → Mn(A) を次のように定義
できる:

tr2(αA⊗B) = αA tr(B) (A,B ∈ Mn(K), α ∈ A).

補題 2.2 (1) X ∈ Mn(A) に対して X1 = X ⊗ 1 と書くと

tr2(X
1y) = X tr2(y), tr2(yX1) = tr2(y)X (y ∈ Mn(A)⊗A Mn(A)).

(2) X ∈ Mn(A) に対して X2 = 1⊗X と書くと,

tr2(X
2a) = tr2(aX2) (a ∈ Mn(K)⊗K Mn(K)).

(3) ある c ∈ K が存在して tr2

(
(r(z − w))2

)
= cE.

証明. (1) α, β ∈ A, A,B, D ∈ Mn(K), X = αA, y = βB⊗D の場合に示せば十分であり,

tr2(X
1y) = tr2(αβAB ⊗D) = αβAB tr(D) = αAβB tr(βD) = X tr2(y),

tr2(yX1) = tr2(βαBA⊗D) = βαBA tr(D) = βB tr(D)αA = tr2(y)X.

(2) α ∈ A, B,C,D ∈ Mn(K), X = αC, a = B ⊗D の場合に示せば十分であり,

tr2(X
2a) = tr2((1⊗ αC)(B ⊗D)) = tr2(αB ⊗ CD) = αB tr(CD)

= αB tr(DC) = tr2(αB ⊗DC) = tr2((B ⊗D)(1⊗ αC)) = tr2(aX2).

(3) r(z − w) の定義 (2.1) より

tr2

(
(r(z − w))2

)
=

1

(z − w)2

∑

i,j,k,l

tr2(EijEkl ⊗ EjiElk)

=
1

(z − w)2

∑

i,j,k,l

EijEkl tr(EjiElk) =
1

(z − w)2

∑

i,j,k,l

EijEklδkjδli

=
1

(z − w)2

∑
i,j

EijEji =
1

(z − w)2

∑
i

Eii =
1

(z − w)2
E.
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(2.3)の前者の等式の証明. 記号の簡単のため L1 = L(z)1, L2 = L(w)2, r = r(z − w) と
書くことにする. 補題 2.2 (1) を X = L(z), y = (L(w)2)2 に適用すると

[L(z), H(w)] =
1

2
tr2[L(z)1, (L(w)2)2] =

1

2
tr2[L

1, (L2)2].

(2.2) と交換子の Leibnitz 性より,

[L1, (L2)k] =
k∑

l=1

(L2)l−1[L1 + L2, r](L2)k−l

=
k∑

l=1

(L2)l−1[L1, r](L2)k−l +
k∑

l=1

(L2)l−1[L2, r](L2)k−l

=
k∑

l=1

(L2)l−1[L1, r](L2)k−l + [(L2)k, r]

よって k = 2 のとき

[L1, (L2)2]

= L2[L1, r] + [L1, r]L2 + [(L2)2, r]

= L2L1r − L2rL1 + L1rL2 − rL1L2 + [(L2)2, r]

= (L1L2r − [L1, L2]r)− L2rL1 + L1rL2 − (rL2L1 + r[L1, L2]) + [(L2)2, r]

= (L1rL2 + L1L2r)− (L2rL1 + rL2L1) + [(L2)2, r]− ([L1 + L2, r]r + r[L1 + L2, r])

= (L1rL2 + L1L2r)− (L2rL1 + rL2L1) + [(L2)2, r]− [L1 + L2, r2]

= (L1rL2 + L1L2r)− (rL2L1 + L2rL1) + [(L2)2, r]− [L1, r2]− [L2, r2].

4つ目の等号で (2.2) を用いた. 補題 2.2 (1), (2) より

tr2(L
1rL2) = L(z) tr2(rL

2), tr2(L
1L2r) = L(z) tr2(L

2r) = L(z) tr2(rL
2),

tr2(rL
2L1) = tr2(rL

2)L(z), tr2(L
2rL1) = tr2(L

2r)L(z) = tr2(rL
2)L(z).

補題 2.2 (2) より
tr2[(L

2)2, r] = 0, tr2[L
2, r2] = 0.

補題 2.2 (1), (3) より

tr2[L
1, r2] = [L(z), tr2(r

2)] = [L(z), cE] = 0.

したがって

[L(z), H(w)] = L(z) tr2(rL
2)− tr2(rL

2)L(z) =
[
L(z), tr2

(
r(z − w)L(w)2

)]
.

tr2(r(z − w)L(w)2) は次のように計算される:

tr2(r(z − w)L(w)2) =
L(w)

z − w
=

1

z − w

N∑
a=1

La

w − za

.

よって tr2(r(z − w)L(w)2) の w = za での留数は −Ba(z) = La/(z − za) に等しい. した
がって k = 2 の場合の上の公式より (2.3)の前者の等式が導かれる.
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注意 2.3 補題 2.2 (3) が成立していなくても次が成立している:

[L(z), H(w)] =
[
L(z), tr2

(
r(z − w)L(w)2 − r(z − w)2

)]
.

量子系では Heisenberg 表示よりも Schrödinger 表示を扱う方が便利な場合が多い. 量
子 Schlesinger 方程式の Heisenberg 表示に対応する Schrödinger 方程式は次の形になる:

κ
∂Ψ

∂za

= HaΨ =
∑

b(6=a)

Ωab

za − zb

Ψ, Ωab =
∑
i,j

La;ijLb;ji.

これは量子共形場理論における Knizhnik-Zamolodchikov (KZ) 方程式である. すなわち
Schlesinger 方程式の量子化は KZ 方程式になる.

2.2 モノドロミー保存系の量子化と量子共形場理論の関係

KZ 方程式の解を多変数超幾何積分によって構成できることが知られている. その解
を KZ 方程式をそのまま扱うことによって構成することもできるが, おそろしく複雑な計
算が必要になってしまう. しかし, 共形場理論の定式化でアフィン Lie 代数の boson 化
(Wakimoto 表現)を使えば系統的に多変数超幾何積分解が構成できる.

上で量子化した Schlesinger 方程式は変形される線形微分方程式の特異点がすべて確定
特異点の場合である. 無限遠点だけに rank 1 の不確定特異点を持つように拡張された場
合もすでに量子化が構成されている. その量子化は KZ 方程式を少し一般化した形になっ
ている ([2]). しかもその解を合流型の多変数超幾何積分によって構成できることが示され
ている ([3]).

しかし Schlesinger 方程式の離散的対称性 (Schlesinger 変換) はまだ量子化されていな
い. 量子共形場理論でも Schlesinger 変換の対応物はまだ構成されていない.

それとは対照的に Painlevé IV の対称形式とその高階化およびそれらのさらなる一般化
ではむしろ離散的対称性である Weyl 群双有理作用の量子化の方が易しくなっている (後
で詳しく説明する). そちらの方ではモノドロミー保存系の量子化の Schrödinger 方程式
の解はKZ 方程式とその一般化の場合と違ってまだ構成されていない.

筆者は最も楽観的に「ある特定の系に示された結果は実は一般的にすべての系で成立し
ているだろう」と予想している. 基本的な予想は以下のようにまとめられる.

予想 2.4 モノドロミー保存系はどれも量子共形場理論の枠組みを使って量子化可能であ
る. ただし必要があれば量子共形場理論の枠組み自体を拡張しなければいけない. また q

差分版のモノドロミー保存系の量子化では量子共形場理論の q 差分版が必要になる.

予想 2.5 モノドロミー保存系の量子化の Schrödinger 方程式の解を多変数超幾何積分に
よって構成可能である. ただし不確定特異点がある場合には合流型の超幾何積分が必要に
なる. しかもその解はアフィン Lie 代数の boson 化を用いて構成可能である.

予想 2.4と予想 2.5は Schlesinger 方程式に関してはすでに証明されている. しかし
Schlesinger 変換の量子化はまだ構成されていないし, 離散的対称性が量子化されている場
合でも量子共形場理論の枠組みで解釈できてない.
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2.3 Painlevé IV の対称形式とその高階化の量子化

離散的対称性も含めた量子化に関しては第 2.3.1節で詳しく解説した Painlevé IV とそ
の高階化の量子化がもっともわかり易い.

n × n の行列単位を Eij と書き, その添字 i, j を n 周期的に整数全体に拡張しておき,

Λ(z) =
∑n−1

i=1 Ei,i+1 + zEn1 と置く.

2.3.1 代数の量子化と L-operator

古典の場合 (第 2.3.1節) とは違って εi, fi たちは互いに可換ではなく, 次の交換関係を
満たしていると仮定する:

[εi, εj] = 0, [εi, fj] = 0, [fi, fj] =

{
∓~ (i ≡ j ± 1),

0 (i 6≡ j ± 1).

第 2.3.1節と同様に次を仮定する:

εi+n = εi + κ, fi+n = fi, αi = εi − εi+1.

このとき αi+n = αi である. さらに A
(1)
n−1 型の拡大アフィン Weyl 群 W̃ (A

(1)
n−1) の生成元

ω, si のコピー ω̃, s̃i を用意し, 次の関係式を仮定する:

ω̃εjω̃
−1 = εj+1, ω̃fjω̃

−1 = fj+1,

s̃iεj s̃
−1
i =





εj+1 (j ≡ i),

εj−1 (j ≡ i + 1),

εj (j 6≡ i, i + 1),

s̃ifj s̃
−1
i = fj.

s̃i による conjugation は εj だけに非自明に作用し, その作用は形式的に の si の εj たち
への作用に一致していることに注意せよ.

ω̃, s̃i による conjugation は αj には次のように作用している:

ω̃αjω̃
−1 = αj+1, s̃iαj s̃

−1
i =





−αi (j ≡ i),

αj + αi (j ≡ i± 1),

αj (j 6≡ i, i± 1).

L-operator を次のように定める:

L(z) = ε + fΛ(z) + Λ(z)2 =




ε1 f1 1

ε2 f2
. . .

ε3
. . . 1

z
. . . fn−1

zfn z εn




.

ここで ε = diag(ε1, . . . , εn), f = diag(f1, . . . , fn) である.
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2.3.2 Weyl 群作用の量子化

Ui を次のように定める:

Ui = f
−αi/~
i s̃i.

ω̃, Ui は A
(1)
n−1 型の拡大アフィン Weyl 群 W̃ (A

(1)
n−1) の関係式を満たしている:

ω̃Ui = Ui+1ω̃, Ui+n = Ui,

U2
i = 1, UiUj = UjUi (j 6≡ i± 1), UiUi+1Ui = Ui+1UiUi+1.

注意 2.6 fi たちの交換関係は Serre 関係式

[fi, fj] = 0 (j 6≡ i± 1), [fi, [fi, fj]] = 0 (j ≡ i± 1)

の十分条件になっている. 実は Ui たちが上の関係式を満たしていることを Serre 関係式
のみを使って示すことができる.

したがって εi, fi で生成される斜体に拡大アフィン Weyl 群 W̃ (A
(1)
n−1) の作用を次のよ

うに定めることができる:

ω(a) = ω̃aω̃−1, si(a) = UiaU−1
i (a = εj, fj).

この作用を量子化された拡大アフィン Weyl 群双有理作用と呼ぶことにする. この作用は
形式的には古典の場合と完全に同じ形をしている:

ω(εj) = εj+1, ω(fj) = fj+1,

si(εj) =





εj+1 (j ≡ i),

εj−1 (j ≡ i + 1),

εj (j 6≡ i, i + 1),

si(fj) =





fj ± αi

fi

(j ≡ i± 1),

fj (j 6≡ i± 1).

Weyl 群作用の Lax 表示も古典の場合と完全に同じ形で成立している. すなわち

Gi(z) =





1 +
αi

fi

Ei+1,i (i 6≡ n),

1 + z−1αi

fi

Ei+1,i (i ≡ n)

と置くと次が成立している:

ω

(
κz

∂

∂z
− L(z)

)
= Λ(z)

(
κz

∂

∂z
− L(z)

)
Λ(z)−1,

si

(
κz

∂

∂z
− L(z)

)
= Gi(z)

(
κz

∂

∂z
− L(z)

)
Gi(z)−1.

注意 2.7 古典の場合と形式的に完全に同じ式で量子の場合も作用が定義できることは名
古屋 [10] で初めて注意された. fi のべきによる conjugation でその作用が実現できること
は筆者によって発見された新事実である. fi のべきによる conjugation で Weyl 群の作用
が構成できるという結果は Serre 関係式だけを使って証明できるので一般の Kac-Moody

Lie 代数に対応する場合に拡張可能である.
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2.3.3 Hamiltonian の量子化

簡単のため n = 2g + 1 は 3 以上の奇数であると仮定する. この節で説明する結果は名
古屋創の仕事 [10], [11] の部分集合である.

Hamiltonian H を古典の場合と同じように次の式で定める:

H =

(
1

g + 2
tr L(z)g+2 における z の係数

)
.

εi, fi で生成される代数に derivation a 7→ at を

εi,t = 0, fi,t = κδi≡n

と定めることができる. この derivation は可積分系の構成では必要ないが, モノドロミー
保存系の構成においては本質的な役割を果たす.

このとき古典の場合とまったく同様に

B(z) = (f + f [2] + · · ·+ f [2g]) + Λ(z). (2.4)

と定めると次が成立している:

~−1[H,L(z)] = [B(z), L(z)], L(z)t = κz
∂B(z)

∂z
.

したがって Hamiltonian H に関する Heisenberg 方程式

∂L(z)

∂z
= ~−1[H, L(z)] + L(z)t

は次の Lax 方程式と同値になる:

∂L(z)

∂z
= [B(z), L(z)] + κz

∂B(z)

∂z
.

例 2.8 (量子 Painlevé IV の対称形式の場合) n = 3 のとき

H = f1f2f3 + (ε1 + ε2)f1 + (ε2 + ε3)f2 + (ε3 + ε1)f3 + ~
(
−1

3
f1 +

2

3
f2 − 1

3
f3

)
.

この式は古典の場合の式に ~ に比例した補整項が付け加わった形をしている. fi たちの
並べる順番を工夫すれば n = 5 では補整項を消すことができる. n = 3 の H の具体的な
形および [fi±1, fi] = ±~ から直接的計算によって容易に次が成立することを示せる:

~−1[H, fi] + fi,t = fi−1fi − fifi+1 − (εi − εi+1).

これは ~−1[H, L(z)] + L(z)t = [B(z), L(z)] + κ∂B(z)/∂z と同値である.

n が 5 以上の奇数の場合でも方程式を具体的に書き下すこともできる. n が 3 以上の
奇数のとき上の方程式は次と同値である:

∂fi

∂t
=

(
g∑

k=1

fi+2k

)
fi − fi

(
g∑

k=1

fi+2k−1

)
− (εi − εi+1).

εn+1 = ε1 + κ と仮定したので εn − εn+1 = εn − ε1 − κ である.
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2.4 奇数の準周期を持つ dressing chain の量子化

n = 2g + 1 は 3 以上の奇数であるとし, κ は固定された定数であるとする.

2.4.1 代数の量子化と L-operator

εi, vi から生成され, 次の基本関係式を持つ代数を考える:

εi+n = εi + κ, vi+n = vi,

[εi, εj] = 0, [εi, vj] = 0, [vi, vj] = (−1)j−i~ (i < j < i + n).

もしも n が偶数であれば i < j < i + n のとき j < i + n < j + n より

[vi, vj] = [vi+n, vj] = −[vj, vi+n] = (−1)i+n−j+1~ = −(−1)i−j~ = −[vi, vj]

となり矛盾する. 最初に仮定したように n は奇数でなければいけない.

vi たちから生成される代数は第 2.3節 における fi たちから生成される代数と次の対応
によって同一視される:

fi = vi + vi+1, vi =
1

2

n−1∑

k=0

(−1)kfi+k =
1

2
(fi − fi+1 + · · · − fi+n−2 + fi+n−1).

変数変換 fi = vi + vi+1 が vi について逆に解けるための必要十分条件は n が奇数である
ことである.

εi, vi たちで生成される代数の自己同型 ω を次のように定める:

ω(εi) = εi+1, ω(vi) = vi+1.

局所 L-operator Vi(w) を次のように定める:

Vi(w) =

[
vi 1

v2
i − εi + w vi

]
.

Vi(w) は ω(Vi(w)) = Vi+1(w) および次の準周期性を満たしている:

Vi+n(w) = Vi(w − κ).

モノドロミー行列 Vi(w) を次のように定める:

Vi(w) = Vi(w)Vi+1(w) · · ·Vi+n−1(w).

注意 2.9 (行列式公式) ~ = 0 のとき次の公式が成立していることを示せる:

det(L(z)− w) = det(V1(w) + (−1)n−1z).

ここで L(z) は 第 2.3.1節 で定義した n× n の L-operator である. この形の公式が n の
偶奇によらず一般的に成立していることを直接的計算によって示せる. そのためにはまず
余因子展開によって左辺を n に関して帰納的に計算するための公式を作る. 次に

Vi(w) = PiFi(w)P−1
i+1, Fi(w) =

[
fi 1

w − εi 0

]
, Pi =

[
1 0

vi 1

]

であることに注意し, F1(w) · · ·Fn(w) を n に関して帰納的に計算するための公式を作る.

最後にそれらを比較すれば上の公式が証明される.
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2.4.2 Weyl 群作用の量子化

整数 i, j が mod n で等しいとき i ≡ j と書く.

si の εj, vj たちへの作用を Vj(w) を用いた次の母函数表示によって定義できる:

det si(Vi(w)) = det Vi+1(w),

det si(Vi+1(w)) = det Vi(w),

si(Vi(w))si(Vi+1(w)) = Vi(w)Vi+1(w),

si(Vj(w)) = Vj(w) (j 6≡ i, i + 1).

各 εj, vj への si の作用の具体形の計算には εj, vj の交換関係は必要ない. その結果は次
のようになる:

si(εj) =





εj+1 (j ≡ i),

εj−1 (j ≡ i + 1),

εj (j 6≡ i, i + 1),

si(vj) =





vj − αi

vi + vi+1

(j ≡ i),

vj +
αi

vi + vi+1

(j ≡ i),

vj (j 6≡ i, i + 1).

ここで第 2.3節と同様に αi = εi − εi+1 と置いた.

証明の方針. det si(Vi(w)) = det Vi+1(w), det si(Vi+1(w)) = det Vi(w) はそれぞれ si(εi) =

εi+1, si(εi+1) = εi と同値である. si(Vi(w))si(Vi+1(w)) = Vi(w)Vi+1(w) の両辺の第 (1, 2)

成分の比較より si(vi + vi+1) = vi + vi+1 である. よって両辺の第 (1, 1), (2, 2) 成分の比較
よりそれぞれ si(vi) = vi − αi

vi+vi+1
, si(vi+1) = vi+1 + αi

vi+vi+1
が出る. これらの結果から両

辺の第 (2, 1) 成分が等しいことが導かれる.

上の si の作用が vj たちの交換関係を保つことは容易に確かめられる. さらに si の
fj = vj + vj+1 たちへの作用が第 2.3節で構成された si の作用に一致していることも容
易に確かめられる. 特に si の vj たちへの作用は f

−αi/~
i = (vi + vi+1)

−(εi−εi+1)/~ による
conjugation で実現可能である.

ω の作用はモノドロミー行列 Vi(w) のゲージ変換として解釈されることを説明しよう.

Vi+n(w) = Vi(w − κ) より差分作用素として次の公式が成立している:

eκ∂/∂wVi+n(w)e−κ∂/∂w = Vi(w).

ここで eκ∂/∂w は w を w + κ に移す差分作用素である. よって

Vi+n(w)−1e−κ∂/∂wVi(w)Vi+n(w)

= e−κ∂/∂wVi(w)−1Vi(w)Vi+1(w) · · ·Vi+n−1(w)Vi+n(w)

= e−κ∂/∂wVi+1(w) · · ·Vi+n−1(w)Vi+n(w) = e−κ∂/∂wVi+1(w) = ω(e−κ∂/∂wVi(w)).

すなわち ω の作用は形式的に 2つの差分方程式

Yi+n(w + κ) = Vi(w)Yi+n(w), Yi+n+1(w + κ) = Vi+1(w)Yi+n+1(w)

のあいだをつなぐ Vi+n(w) による次のゲージ変換を誘導する:

Yi+n(w) = Vi+n(w)Yi+n+1(w).

注意 2.10 Yi(w) = Vi(w)Yi+1(w) が成立しているならば Yi(w) = Vi(w)Yi+n が成立して
いる. そのとき Yi+n(w + κ) = Vi(w)Yi+n(w) は Yi+n(w) = Yi(w − κ) に同値である.
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2.4.3 Hamiltonian の量子化

転送行列 (transfer matrix) Ti(w) を次のように定める:

Ti(w) = trVi(w) = tr (Vi(w)Vi+1(w) · · ·Vi+n−1(w)) .

次が成立している:

Ti+1(w) = Ti(w)|εi 7→εi+κ = tr (Vi(w − κ)Vi+1(w) · · ·Vi+n−1(w)) .

定義より

Ti+1(w) = tr (Vi+1(w) · · ·Vi+n−1(w)Vi+n(w)) = tr (Vi+1(w) · · ·Vi+n−1(w)Vi(w − κ))

であるから, もしも Vj(w) たちの成分が互いに可換であれば上の公式は自明である. しか
し非可換環の元を成分に持つ行列 A,B に関しては一般に tr(AB) = tr(BA) が成立しな
いので上の公式は非自明である. さらに次のように転送行列の可換性も成立している:

Ti(z)Ti(w) = Ti(w)Ti(z).

この公式も非自明である. 転送行列の可換性から互いに可換な Hamiltonians を以下のよ
うに構成できる.

Ti(w) は w の g 次式になる (n = 2g + 1). そこで Hamiltonian Hi;k を次のように定
める:

Hi;k = (Ti(w) における wg−k の係数).

Hi;k は vj たちの 2k +1 次式になる. 転送行列の可換性より各 i ごとに Hi;0, Hi;1, . . . , Hi;g

は互いに可換である. Hi;0 = 2
∑n

i=1 vi はすべての vj と可換になるので 3 次式の Hi;1 が
非自明な Hamiltonian で次数が最低のものになる. 上の Ti+1(w) = Ti(w)|εi 7→εi+κ という
公式より Hi+1;k = Hi;k|εi 7→εi+κ となるので, 本質的には H1;k だけを扱えば十分である. そ
こで次のように置く:

H = H1;1 =
(
tr (V1(w) · · ·Vn(w)) における wg−1 の係数

)
.

この H の具体形は次のようになる:

H =
∑

1≤i<j≤n

(viv
2
j + v2

i vj) + 2
∑

1≤i<j<k≤n

vivjvk +
n∑

i=1

εivi −
n∑

j=1

εi

n∑
i=1

vi.

最後の項はすべての vj と可換である. たとえば n = 3 のとき

H = v2
1v2 + v1v

2
2 + v2

1v3 + v1v
2
3 + v2

2v3 + v2v
2
3 + 2v1v2v3

+ ε1v1 + ε2v2 + ε3v3 − (ε1 + ε2 + ε3)(v1 + v2 + v3).

直接的計算によって次が成立していることを示せる:

~−1[H, vi] =
n−1∑

k=1

(−1)kv2
i+k −

n−1∑

k=1

(−1)kεi+k + (1− (−1)i−1)
κ

2
(i = 1, . . . , n).

この公式をすべての整数 i に拡張できないことに注意せよ.
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2.4.4 Heisenberg 方程式の Lax 表示

第 2.3.3節で定義した derivation

εi,t = 0, fi,t = κδi≡n

は vi = 1
2

∑n−1
k=0(−1)kfi+k より v1, . . . , vn に次のように作用する:

vi,t = (−1)n−i κ

2
= (−1)i−1κ

2
(i = 1, . . . , n).

n は奇数なのでこの公式をすべての整数 i には拡張できないことに注意せよ.

次の Heisenberg 方程式を準周期 n = 2g + 1 を持つ量子 dressing chain と呼ぶ:

∂vi

∂t
= ~−1[H, vi] + vi,t =

n−1∑

k=1

(−1)kv2
i+k −

n−1∑

k=1

(−1)kεi+k +
κ

2
(i = 1, . . . , n).

n は奇数なのでこの公式はすべての整数 i に拡張可能である:

n−1∑

k=1

(−1)kεi+n+k =
n−1∑

k=1

(−1)kεi+k +
n−1∑

k=1

(−1)kκ =
n−1∑

k=1

(−1)kεi+k.

Wi(w) を次のように定める:

Wi(w) =

[
0 1

wi + w 0

]
, wi =

n−1∑

k=0

(−1)kv2
i+k −

n−1∑

k=0

(−1)kεi+k +
κ

2
.

このとき wi+n = wi − κ, Wi+n(w) = Wi(w − κ) が成立している.

直接的計算によって Lax 方程式

∂Vi(w)

∂t
= Wi(w)Vi(w)− Vi(w)Wi+1(w)

が次と同値であることを確認できる:

∂vi

∂t
= wi − v2

i − εi =
n−1∑

k=1

(−1)kv2
i+k −

n−1∑

k=1

(−1)kεi+k +
κ

2
.

これは上の Heisenberg 方程式そのものである. したがって次が成立している:

~−1[H,Vi(w)] + Vi(w)t = Wi(w)Vi(w)− Vi(w)Wi+1(w).

注意 2.11 上の Lax 方程式は形式的に次の線形微分方程式系の両立条件に等しい:

Yi(w) = Vi(w)Yi+1(w),
∂Yi(w)

∂t
= Wi(w)Yi(w).

注意 2.12 量子 dressing chain の Hamiltonian を単に H と書き, 第 2.3.3節で定義された
Painlevé IVとその高階化の量子化の Hamiltonianを H ′ と書くことにする. fi = vi +vi+1

より
~−1[H, fi] + fi,t = v2

i − v2
i+1 − (εi − εi+1).
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これに vi = 1
2

∑n−1
k=0(−1)kfi+k を代入すれば

~−1[H, fi] + fi,t =

(
g∑

k=1

fi+2k

)
fi − fi

(
g∑

k=1

fi+2k−1

)
− (εi − εi+1).

この公式の H を H ′ で置き換えた公式も成立しているのであった. したがって H と H ′

の差は fi たちで生成される代数の中心に属する. より精密には次が成立している:

H ′ = H + 2

(
n∑

i=1

εi +
g

g + 2
~

)
n∑

i=1

vi.

2.5 (2, 2g + 1) 型の unipotent crystal の量子化

n = 2g + 1 は 3 以上の奇数であるとし, p, q は可逆な定数もしくは不定元であるとし,

q2 6= 1 と仮定する. q は q 差分化のパラメータであり, p = qκ/~ と考える. 2つの整数 i, j

が mod n で等しいとき i ≡ j と書く.

2.5.1 代数の量子化

xi, yi は以下の基本関係式を満たしていると仮定する:

xi+n = p−1xi, yi+n = p−1yi,

xiyi = yixi,

xjxi = q(−1)j−i−1

xixj (i < j < i + n),

yjxi = q(−1)j−i

xiyj (i < j < i + n),

xjyi = q(−1)j−i

yixj (i < j < i + n),

yjyi = q(−1)j−i−1

yiyj (i < j < i + n).

例えば n = 5 のとき

xi+1xi = qxixi+1, xi+2xi = q−1xixi+2, xi+3xi = qxixi+3, xi+4xi = q−1xixi+4,

yi+1xi = q−1xiyi+1, yi+2xi = qxiyi+2, yi+3xi = q−1xiyi+3, yi+4xi = qxiyi+4.

もしも n が偶数ならば i < j < i + n のとき j < i + n < j + n より

p−1xixj = xi+nxj = q(−1)i+n−j−1

xjxi+n = p−1q(−1)i−j−1

xjxi = p−1q2(−1)j−i−1

xixj

となり q2 = 1 が導かれてしまう. 最初に仮定したように n は奇数でなければならない.

上の関係式のもとで

ti = xiyi, cx,i = xixi+1 · · · xi+n−1, cy,i = yiyi+1 · · · yi+n−1

はすべての xj, yj と可換になり, 次が成立している:

ti+n = p−2ti, cx,i+1 = p−1cx,i, cy,i+1 = p−1cy,i.
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2.5.2 A
(1)
2g 型の Weyl 群作用

拡大アフィン Weyl 群 W̃ (A
(1)
n−1) の xj, yj たちで生成される斜体への作用を次によって

定めることができる:

ω(xj) = xj+1, ω(yj) = yj+1,

si(xj) =





xj − tj − tj+1

yj + xj+1

= (xj + yj+1)xj+1(yj + xj+1)
−1 (j ≡ i),

xj +
tj−1 − tj
xj−1 + yj

= (xj−1 + yj)
−1xj−1(yj−1 + xj) (j ≡ i + 1),

xj (j 6≡ i, i + 1),

si(yj) =





yj − tj − tj+1

xj + yj+1

= (yj + xj+1)yj+1(xj + yj+1)
−1 (j ≡ i),

yj +
tj−1 − tj
yj−1 + xj

= (yj−1 + xj)
−1yj−1(xj−1 + yj) (j ≡ i + 1),

xj (j 6≡ i, i + 1).

ω, si は tj = xjyj たちに次のように作用する:

ω(ti) = ti+1, si(tj) =





tj+1 (j ≡ i),

tj−1 (j ≡ i + 1),

tj (j 6≡ i, i + 1).

yj = tj/xj より, si の作用が xj, yj たちの基本関係式を保つことを示すためには si の作
用が xj たちの基本関係式を保つことのみを示せば十分であり, そのことを示すのは易し
い. しかし上の作用が拡大アフィン Weyl 群の基本関係式を満たしていることを直接示そ
うとするとかなり面倒な計算が必要になる.

si の作用が xj たちの基本関係式を保つことの証明. si(xi), si(xi+1) を次のように表わす
こともできる:

si(xi) = (xi + yi+1)xi+1(xi(xi+1 + yi))
−1xi

=
xixi+1 + ti+1

xixi+1 + ti
xi = xi

qxixi+1 + ti+1

qxixi+1 + ti
, (2.5)

si(xi+1) = xi+1((xi + yi+1)xi+1)
−1xi(xi+1 + yi)

= xi+1
xixi+1 + ti

xixi+1 + ti+1

=
qxixi+1 + ti

qxixi+1 + ti+1

xi+1. (2.6)

よって
si(xi+1)si(xi) = xi+1xi = qxixi+1 = qsi(xi)si(xi+1).

i + 2 ≤ j ≤ i + n− 2 のとき

xj(xi+1 + yi) = q(−1)j−(i+1)−1

xi+1xj + q(−1)j−i

yixj = q(−1)j−i

(xi+1 + yi)xj,

xj(xi + yi+1) = q(−1)j−i−1

xixj + q(−1)j−(i+1)

yi+1xj = q(−1)j−i−1

(xi + yi+1)xj
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より

xj(xi+1 + yi)
−1 = q(−1)j−i−1

(xi+1 + yi)
−1xj,

xj(xi + yi+1)
−1 = q(−1)j−(i+1)−1

(xi + yi+1)
−1xj

であるから,

si(xj)si(xi) = xj(xi − αi(xi+1 + yi)
−1)

= qj−i−1(xi − αi(xi+1 + yi)
−1)xj = qj−i−1si(xi)si(xj),

si(xj)si(xi+1) = xj(xi+1 + αi(xi + yi+1)
−1)

= q(−1)j−(i+1)−1

(xi+1 + αi(xi + yi+1)
−1)xj = q(−1)j−(i+1)−1

si(xi+1)si(xj).

2.5.3 Weyl 群作用の 2× 2 行列による Lax 表示

2× 2 の局所 L-operator Ki(w) を次のように定める:

Ki(w) =

[
xi 1

w yi

]
.

ω,si の xj, yj たちへの作用は次の条件で一意に特徴付けられる:

det si(Ki(w)) = det Ki+1(w),

det si(Ki+1(w)) = det Ki(w),

si(Ki(w))si(Ki+1(w)) = Ki(z)Ki+1(w),

si(Kj(w)) = Kj(w) (j 6≡ i, i + 1).

この特徴付けの証明には xj, yj たちの基本関係式を使わない. 第 2.4.2節との類似に注意
せよ.

ω の xi, yi たちへの作用は以下のようにモノドロミー行列のゲージ変換として解釈さ
れる. p 差分作用素 Tw,p を次のように定義する:

Tw,p = p−2w∂/dw−HP , HP = diag(1/2,−1/2).

すなわち
Tw,pY (w) = diag(p−1/2, p1/2)Y (p−2w).

Ui(w) を次のように定める:

Ui(w) = w−1/2Ki(w).

モノドロミー行列 Ki(w) を次のように定める:

Ui(w) = Ui(w)Ui+1(w) · · ·Ui+n−1(w).

ω(Ui(w)) = Ui+1(w) が成立している.

このとき p 差分作用素として次の等式が成立している:

Tw,pUi+n(w)T−1
w,p = Ui(w).
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よって

Ui+n(w)−1T−1
w,pUi(w)Ui+n(w)

= T−1
w,pUi(w)−1Ui(w)Ui+1(w) · · ·Ui+n−1(w)Ui+n(w)

= T−1
w,pUi+1(w) · · ·Ui+n−1(w)Ui+n(w) = T−1

w,pUi+1(w) = ω(T−1
w,pUi(w)).

すなわち ω の作用は形式的に 2つの p 差分方程式

Tw,pYi+n(w) = Ui(w)Yi+n(w), Tw,pYi+n+1(w) = Ui+1(w)Yi+n+1(w)

のあいだをつなぐ Ui+n(w) による次のゲージ変換を誘導する:

Yi+n(w) = Ui+n(w)Yi+n+1(w) = w−1/2Ki+n(w)Yi+n+1(w).

注意 2.13 Yi(w) = Ui(w)Yi+1(w) が成立しているならば Yi(w) = Ui(w)Yi+n が成立して
いる. そのとき Tw,pYi+n(w) = Ui(w)Yi+n(w) は Yi+n(w) = T−1

w,pYi(w) に同値である.

2.5.4 Weyl 群作用の ∞×∞ 行列による Lax 表示

∞ 次の行列単位を Eij (i, j ∈ Z) と書くことにし, Λ を次のように定める:

Λ =
∑

i∈Z
Ei,i+1.

∞×∞ の局所 L-operator L1, L2 を次のように定める:

L1 =
∑

i∈Z
xiEii + Λ, L2 =

∑

i∈Z
yiEii + Λ.

L1 は次のような形をしている:

L1 =




. . . . . .

x−1 1

x0 1

x1 1

x2
. . .
. . .




.

L2 は L1 の中の xi を yi で置き換えたものに等しい.

G1;i, G2;i を次のように定める:

G1;i = 1 +
∑

j∈i+nZ

tj − tj+1

xj + yj+1

Ej+1,j, G2;i = 1 +
∑

j∈i+nZ

tj − tj+1

yj + xj+1

Ej+1,j.

構成の仕方より G1;i+n = G1;i, G2;i+n = G2;i である.

ω, si の xj, yj たちへの作用は次の条件で一意に特徴付けられる:

ω(L1) = ΛL1Λ
−1, ω(L2) = ΛL2Λ

−1,

si(L1) = G1;iL1G
−1
2;i , si(L2) = G2;iL2G

−1
1;i .
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2.6 A 型の拡大アフィンWeyl 群の双有理作用の q 差分版の量子化

n は任意の正の整数であるとし (偶数でも構わない), p, q は可逆な定数もしくは不定元
であるとし, q2 6= 1 と仮定する. q は q 差分化のパラメータであり, p = qκ/~ と考える. 2

つの整数 i, j が mod n で等しいとき i ≡ j と書く.

2.6.1 代数の量子化

ti, ϕi から生成され, 次の基本関係式を持つ斜体を考える:

ϕi+n = p2ϕi, ti+n = p−2ti,

ϕi+1ϕi = qϕiϕi+1, ϕjϕi = ϕiϕj (j 6≡ i± 1),

tjti = titj, tjϕi = ϕitj.

このとき tiϕi と ti+1ϕi は i を n ずらす変換で不変である.

さらに A
(1)
n−1 型の拡大アフィン Weyl 群 W̃ (A

(1)
n−1) の生成元 ω, si のコピー ω̃, s̃i を用

意し, 次の関係式を仮定する:

ω̃tjω̃
−1 = tj+1, ω̃ϕjω̃

−1 = ϕj+1,

s̃itj s̃
−1
i =





tj+1 (j ≡ i),

tj−1 (j ≡ i + 1),

tj (j 6≡ i, i + 1),

s̃iϕj s̃
−1
i = ϕj.

s̃i による conjugation は tj だけに非自明に作用する.

2.6.2 q 差分版 Weyl 群作用の量子化

函数 Eq(x) を次のように定める:

Eq(x) =
∞∏

k=0

(1 + qkx) = (1 + x)(1 + qx)(1 + q2x) · · · .

このとき Eq(x) が本質的に指数函数の q 差分類似であることより, yx = qxy ならば次が
成立することを示せる:

Eq(y)Eq(x) = Eq(x + y), Eq(x)Eq(y) = Eq(y)Eq(xy)Eq(x).

この後者の公式だけを使って次を示せる:

Eq(µx)

Eq(λx)

Eq(νy)

Eq(λy)

Eq(νx)

Eq(µx)
=

Eq(νy)

Eq(µy)

Eq(νx)

Eq(λx)

Eq(µy)

Eq(λy)
.

ここで λ, µ, ν は互いに可換で x, y とも可換であると仮定する. これより

Ui =
Eq(ti+1ϕi)

Eq(tiϕi)
s̃i
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と置くと次が成立することを示せる:

ω̃Ui = Ui+1ω̃, Ui+n = Ui,

U2
i = 1, UiUj = UjUi (j 6≡ i± 1), UiUi+1Ui = Ui+1UiUi+1.

したがって ti, ϕi で生成される斜体に拡大アフィン Weyl 群 W̃ (A
(1)
n−1) の作用を次のよう

に定めることができる:

ω(a) = ω̃aω̃−1, si(a) = UiaU−1
i (a = tj, ϕj).

この作用を拡大アフィン Weyl 群の q 差分版双有理作用の量子化と呼ぶことにする. この
作用は次のように書き下される:

ω(ϕi) = ϕi+1, ω(ti) = ti+1

si(ti) = ti+1, si(ti+1) = ti, si(tj) = tj (j 6≡ i, i + 1),

si(ϕi−1) = ϕi−1
1 + tiϕi

1 + ti+1ϕi

=
1 + q−1tiϕi

1 + q−1ti+1ϕi

ϕi−1,

si(ϕi+1) =
1 + ti+1ϕi

1 + tiϕi

ϕi+1 = ϕi+1
1 + q−1ti+1ϕi

1 + q−1tiϕi

,

si(ϕj) = ϕj (j 6≡ i± 1).

2.6.3 Lax 表示

n× n 行列 L1(z), L2(z) を次のように定める:

L1(z) =




t1 1

t2
. . .
. . . 1

z tn




, L2(z) =




1 ϕ1

1
. . .
. . . ϕn−1

zϕn 1




.

i = 1, . . . , n− 1 に対して, ある 2× 2 ブロックを除いて単位行列に等しい L の元を成分
に持つ n× n 行列 G1,i, G2,i を次のように定める:

G1,i =




1i−1

Ai 0

Bi 1

1n−i−1


 , G2,i =




1i−1

1 0

Bi Ai

1n−i−1


 .

ここで 1k は k × k の単位行列であり,

Ai =
1 + ti+1ϕi

1 + tiϕi

, Bi =
ti − ti+1

1 + tiϕi

.

Ai, Bi は次の条件で一意に特徴付けられる:

Aiti −Bi = ti+1, (2.7)

Ai + Biϕi = 1. (2.8)
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si (i = 1, . . . , n− 1) の ti, ϕj たちへの作用は次の条件を満たしている:

si(L1(z)) = G1,iL1(z)G−1
2,i , si(L2(z)) = G2,iL2(z)G−1

1,i . (2.9)

ここで si(Li(z)) は行列 Li(z) の各成分に si を作用させて得られる行列である. 逆に si

(i = 1, . . . , n− 1) の tj, ϕj たちへの作用はこの条件で一意に特徴付けられる. この結果を
si の tj, ϕj たちへの作用の Lax 表示と呼び, Li(z) を local L-operators と呼ぶ.

2.6.4 長谷川による実現との関係

長谷川の仕事 [7] との関係をここで明確にしておこう.

ai, Fi から生成され, 次の基本関係式を持つ斜体を考える:

Fi+n = Fi, ai+n = ai,

Fi+1Fi = qFiFi+1, FjFi = FiFj (j 6≡ i± 1),

ajai = aiaj, ajFi = Fiaj.

この斜体は
√

ti, ϕi で生成される斜体の中で次のように実現可能である:

ai =

√
ti

ti+1

, Fi = q−1
√

titi+1 ϕi.

このとき

tiϕi = qaiFi, ti+1ϕi = qa−1
i Fi, a1 · · · an =

√
t1

tn+1

= p.

さらに A
(1)
n−1 型の拡大アフィン Weyl 群 W̃ (A

(1)
n−1) の生成元 ω, si のコピー ω̄, s̄i を用

意し, 次の関係式を仮定する:

ω̄ajω̄
−1 = aj+1, ω̄Fjω̄

−1 = Fj+1,

s̄iaj s̄
−1
i =





a−1
i (j ≡ i),

ajai (j ≡ i± 1),

aj (j 6≡ i, i± 1),

s̄iFj s̄
−1
i = Fj.

s̄i による conjugation は aj だけに非自明に作用する.

ai, Fi を
√

ti, ϕi で表わしたとき, ω̄ は ω̃ と同一視できる. しかし

s̃iaj s̃
−1
i =





a−1
i (j ≡ i),

ajai (j ≡ i± 1),

aj (j 6≡ i, i± 1),

s̃iFj s̃
−1
i =

{
a±1

i Fj (j ≡ i± 1),

Fj (j 6≡ i± 1).

が成立しているので, Fi への s̄i と s̃i の conjugation の作用は一致していない. そこで
r̄i = s̃is̄

−1
i と置く. そのとき

r̄iaj r̄
−1
i = aj, r̄iFj r̄

−1
i =

{
a±1

i Fj (j ≡ i± 1),

Fj (j 6≡ i± 1).
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天下り的に Fi の函数 ri を次のように定める:

ri =
Eq(F

−1
i )Eq(qFi)

Eq(aiF
−1
i )Eq(qa

−1
i Fi)

= · · · 1 + qF−1
i

1 + qaiF
−1
i

· 1 + F−1
i

1 + aiF
−1
i

· 1 + qFi

1 + qa−1
i Fi

· 1 + q2Fi

1 + q2a−1
i Fi

· · ·

= · · · a−1
i

1 + q−1Fi

1 + q−1a−1
i Fi

· a−1
i

1 + Fi

1 + a−1
i Fi

· 1 + qFi

1 + qa−1
i Fi

· 1 + q2Fi

1 + q2a−1
i Fi

· · ·

このとき FiFi−1 = qFi−1Fi, FiFi+1 = q−1Fi+1Fi より

riFi−1 = Fi−1a
−1
i ri, riFi−1 = Fi+1airi.

この公式を満たす ri の取り方は変換 Fi 7→ qFi で不変な函数倍の違いを除いて一意的で
ある.

これらの公式より ri = r̄i = s̃is̄
−1
i と同一視可能であることがわかる. その同一視のも

とで s̃i = ris̄i であり, Ui は ai, Fi で次のように表わされる:

Ui =
Eq(qa

−1
i Fi)

Eq(qaiFi)

Eq(F
−1
i )Eq(qFi)

Eq(aiF
−1
i )Eq(qa

−1
i Fi)

s̄i =
Eq(F

−1
i )Eq(qFi)

Eq(aiF
−1
i )Eq(qaiFi)

s̄i.

これは長谷川が求めた Weyl 群作用の生成元に本質的に一致している. (長谷川の Fi は上
の記号では −Fi に対応している.)

Ui の conjugation による Weyl 群作用を具体的に書き下すと次のようになる:

ω(ai) = ai+1, ω(Fi) = Fi+1,

si(ai) = a−1
i , si(ai±1) = aiai±1, si(aj) = aj (j 6≡ i, i± 1),

si(Fi−1) = Fi−1
1 + qaiFi

ai + qFi

=
1 + aiFi

ai + Fi

Fi−1,

si(Fi+1) =
ai + qFi

1 + qaiFi

Fi+1 = Fi+1
ai + Fi

1 + aiFi

,

si(Fj) = Fj (j 6≡ i± 1).

2.6.5 微分極限

第 2.3節の εi, fi を用いて ti, ϕ を次のように実現することができる:

q = eη2~, p = eη2κ = qκ/~, ti = e−η2εi = q−εi/~, ϕi = −eηfi .

このとき第 2.3節の ω̃, s̃i による conjugation は上の方で定義した ti, ϕ への ω̃, s̃i の
conjugation 作用を誘導する.

さらに η → 0 の極限で Ui が本質的に f−αi/~s̃i に収束することも示せる:

lim
η→0

(−η)αi/~Ui = f−αi/~s̃i.
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2.6.6 (2, 2g + 1) 型の unipotent crystal の量子化との関係

n が 3 以上の奇数 (n = 2g + 1) と仮定する. このとき第 2.5節の結果と以上の結果を次
によって関係付けることができる:

ti = xiyi = yixi, ϕi = y−1
i+1y

−1
i .

この同一視で第 2.5節で構成された xi, yi たちへの Weyl 群作用は上で扱っている ti, ϕi

たちへの Weyl 群作用を誘導する.
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