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1 q-exponential の定義と基本性質

1.1 べき級数による定義

v-integers (n)v, v-factorials (n)v! を次のように定める:

(n)v =
1− vn

1− v
= 1 + v + v2 + · · ·+ vn−1, (n)v! = (1)v(2)v · · · (n)v.

次のべき級数を v-exponential と呼ぶことにする.

ev(x) =
∞∑

n=0

1

(n)v!
xn.

v を q と書いてこちらを q-exponential と呼ぶ文献も多い. v → 1 の極限で (n)v → n で
あるから ev(x) → ex である. この意味で ev(x) は通常の exponential のパラメータ v に
よる変形である.
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v 7→ v−1 で以上の対象は次のように変換される:

(n)v−1 =
1− v−n

1− v−1
=

v−n(vn − 1)

v−1(v − 1)
= v−(n−1)(n)v,

(n)v−1 ! = v−n(n−1)/2(n)v!,

ev−1(x) =
∞∑

n=0

vn(n−1)/2

(n)v!
xn.

q-integers [n]q, q-factorials [n]q! を次のように定める:

[n]q =
qn − q−n

q − q−1
= qn−1 + qn−3 + · · ·+ q−n+3 + q−n+1, [n]q! = [1]q[2]q · · · [n]q.

これらは変換 q 7→ q−1 で不変である. 次のべき級数を q-exponential と呼ぶ:

eq[x] =
∞∑

n=0

qn(n−1)/2

[n]q!
xn.

eq[x] は変換 q 7→ q−1 で次のように変換される:

eq−1 [x] =
∞∑

n=0

q−n(n−1)/2

[n]q!
xn.

様々な公式を証明するときには ev(x) の方が便利だが, 実際に量子展開環に応用する場
合には eq[x] の方が便利である. それらは v = q−2 のとき互いに等しい:

ev(x) = eq−2(x) = eq[x].

実際 v = q−2 のとき

(n)v = (n)q−2 =
1− q−2n

1− q−2
=

q−n(qn − q−n)

q−1(q − q−1)
=

q−n(qn − q−n)

q−1(q − q−1)
= q−(n−1)[n]q

であるから
(n)v! = (n)q−2 ! = q−n(n−1)/2[n]q!.

1.2 差分方程式による特徴付け

ev(x) は次の v 差分方程式を満たしている:

ev(x)− ev(vx)

(1− v)x
= ev(x), i.e., ev(vx) = (1− (1− v)x)ev(x).

前者の v → 1 の極限は通常の exponential に関する微分方程式 dex/dx = ex に一致して
いる. 差分方程式は次のように証明される:

ev(x)− ev(vx) =
∞∑

n=0

1− vn

(n)v!
xn =

∞∑
n=1

1− v

(n− 1)v!
xn
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= (1− v)x
∞∑

n=1

1

(n− 1)v!
xn−1 = (1− v)xev(x).

逆にべき級数

f(x) =
∞∑

n=0

anx
n

が v 差分方程式 f(x)− f(vx) = (1− v)xf(x) を満たしていれば

(1− vn)an = (1− v)an−1 (n ≥ 1)

であるから
f(x) = a0ev(x)

が成立することがわかる.

したがって ev(x) は上の v 差分方程式および ev(0) = 1 という条件で一意に特徴付けら
れる. この特徴付けは ev(x) に関する様々な公式を証明するときによく使われる.

1.3 無限積表示

(x; v)k, (x; v)∞ を次のように定める:

(x; v)n = (1− x)(1− vx) · · · (1− vn−1x), (x; v)∞ =
∞∏

n=0

(1− vn−1x).

これらは次の公式を満たしている:

(vx; v)n =
1

1− x
(x; v)n+1, (vx; v)∞ =

1

1− x
(x; v)∞.

記号の簡単のため ε = 1− v とおく.

ev(x) の差分方程式による特徴付けより, n →∞ のとき vn → 0 ならば形式的に

ev(x) =
1

1− εx
ev(vx) =

1

(1− εx)(1− vεx)
ev(v

2x)

= · · · = 1

(1− εx)(1− vεx)(1− v2εx) · · · =
1

(εx; v)∞
.

これより次の公式が成立していると予想される:

ev(x) =
1

(εx; v)∞
.

実際にこの公式が成立することが右辺が ev(x) の差分方程式による特徴付けの条件を満た
していることから確かめられる.

ev(vx) = (1− εx)ev(x) の (v, x) に (v−1, vx) を代入すると

ev−1(x) = (1− (1− v−1)vx)ev−1(vx) = (1 + (1− v)x)ev−1(vx) = (1 + εx)ev−1(vx).

この差分方程式と条件 ev−1(0) = 1 で ev−1(x) は一意に特徴付けられる.
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上と同様に形式的に

ev−1(x) = (1 + εx)ev(vx) = (1 + εx)(1 + vεx)ev(v
2x)

= · · · = (1 + εx)(1 + vεx)(1 + v2εx) · · · = (−εx; v)∞.

これより次の公式が成立していると予想される:

ev−1(x) = (−εx; v)∞.

実際にこの公式が成立することが右辺が ev−1(x) の差分方程式による特徴付けの条件を満
たしていることから確かめられる.

以上の結果より次の公式が成立していることもわかる:

ev−1(−x) = ev(x)−1.

1.4 二項係数と二項定理

v-binomial coefficients
(

n
k

)
v
, q-binomial coefficients

[
n
k

]
q
を次のように定める:

(
n

k

)

v

=
(n)v!

(k)v!(n− k)v!
,

[
n

k

]

q

=
[n]q!

[k]q![n− k]q!
.

v = q−2 のとき, (n)v! = (n)q−2 ! = q−n(n−1)/2[n]q! および

−n(n− 1)

2
+

k(k − 1)

2
+

(n− k)(n− k − 1)

2
= −k(n− k)

より, 次の公式が成立していることがわかる:
(

n

k

)

v

=

(
n

k

)

q−2

= q−k(n−k)

[
n

k

]

q

.

(
n
k

)
v
は次の v-Pascal’s triangle を満たしている:

(
n

k − 1

)

v

+ vk

(
n

k

)

v

=

(
n + 1

k

)

v

.

実際

(k)v + vk(n− v + 1)v = (1 + v + · · ·+ vk−1) + vk(1 + v + · · ·+ vn−v)

= 1 + v + · · ·+ vk−1 + vk + vk+1 + · · ·+ vn = (n + 1)v

より

LHS =
(n)v(n− 1)v · · · (n− k + 2)v

(k − 1)v!
+ vk (n)v(n− 1)v · · · (n− k + 2)v(n− k + 1)v

(k)v!

=
((k)v + vk(n− k + 1)v)(n)v(n− 1)v · · · (n− k + 2)v

(k)v!

=
(n + 1)v(n)v(n− 1)v · · · (n− k + 2)v

(k)v!
= RHS.



1.5. 函数等式による特徴付け 5

文字 x, y は次の v 交換関係を満たしていると仮定する:

yx = vxy.

このとき次の v-binomial theorem が成立している:

(x + y)n =
n∑

k=0

(
n

k

)

v

xkyn−k.

この結果を v 二項定理と呼ぶことにする. 実際 n = 0 の場合は明らかであり, n でこの公
式が成立すると仮定すると v-Pascal’s triangle より

(x + y)n+1 = (x + y)(x + y)n

=
n∑

k=0

(
n

k

)

v

xk+1yn−k +
n∑

k=0

(
n

k

)

v

vkxkyn+1−k

=
n+1∑

k=1

(
n

k − 1

)

v

xkyn+1−k +
n∑

k=0

vk

(
n

k

)

v

xkyn+1−k

=
n+1∑

k=0

(
n + 1

k

)

v

xkyn+1−k.

1.5 函数等式による特徴付け

ev(x) は次の函数等式を満たしている:

yx = vxy =⇒ ev(x + y) = ev(x)ev(y).

ev(x) はこの函数等式によってほぼ特徴付けられる. より正確に言えば, 零でないべき級
数 f(x) =

∑∞
n=0 anxn が

yx = vxy =⇒ f(x + y) = f(x)f(y)

を満たしていることと次が成立することは同値である:

f(x) = ev(a1v).

証明. まず yx = vxy =⇒ ev(x+y) = ev(x)ev(y)を示そう. この公式から f(x) = ev(a1v)

が yx = vxy =⇒ f(x+ y) = f(x)f(y) を満たしていることが導かれる. yx = vxy のとき

ev(x + y) =
∞∑

n=0

1

(n)v!
(x + y)n =

∞∑
n=0

n∑

k=0

1

(n)v!

(
n

k

)

v

xkyn−k

=
∞∑

n=0

n∑

k=0

1

(k)v!(n− k)v!
xkyn−k =

∞∑

k=0

∞∑

l=0

xk

(k)v!

yl

(l)v!
= ev(x)ev(y).

2つめの等号で v 二項定理を使い, 4つめの等号で l = n− k と置いて和を書き直した.



6 2. dilogarithm の量子化としての q-exponential

逆に f(x + y) = f(x)f(y) (ここで yx = vxy) ならば f(x) = ev(a1x) となることを示そ
う. 上と同様の計算によって

f(x + y) =
∞∑

k=0

∞∑

l=0

ak+l(k + l)v!

(k)v!(l)v!
xkyl, f(x)f(y) =

∞∑

k=0

∞∑

l=0

akalx
kyl.

xky0 の係数を比較すると ak = aka0 であり, f(x) は零ではないので a0 = 1 である. xky1

の係数を比較すると ak+1(k + 1)v = aka1 すなわち ak+1 = a1

(k+1)v
ak である. よって帰納的

に ak = ak
1/(k)v! となることがわかる. したがって f(x) = ev(a1x) である.

2 dilogarithm の量子化としての q-exponential

Faddeev と Kashaev は ev(x) が dilogarithm の量子化であることを見抜き, 前節で証
明した ev(x) の函数等式 (本質的にそれは v 二項定理と同値) から dilogarithm に関する
five-term identity が導かれることを示した ([2], [3]). 以下はその簡単な紹介である.

2.1 dilogarithm の定義と函数等式

Euler’s polylogarithm Lis(x) が次のように定義される:

Lis(x) =
n∑

n=0

xn

ns
.

Li2(x) は Euler’s dilogarithm と呼ばれ,

Li2(x) = −
∫ x

0

log(1− t) dt

t

という積分表示を持つ. Rogers L-function L(x) が次のように定義される:

L(x) = Li2(x) +
1

2
log x log(1− x).

これは以下の函数等式を満たしている:

L(x) + L(1− x) = 1,

L(x) + L(y)− L(xy) = L

(
x− xy

1− xy

)
+ L

(
y − xy

1− xy

)
.

これらの函数等式を Li2(x) で書き直すと,

Li2(x) + Li2(1− x) + log x log(1− x) = 1,

Li2(x) + Li2(y)− Li2(xy)

= Li2

(
x− xy

1− xy

)
+ Li2

(
y − xy

1− xy

)
+ log

(
1− x

1− xy

)
log

(
1− y

1− xy

)
.

L(x) もしくは Li2(x) が 5つ登場する公式は five-term identity と呼ばれる.
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2.2 q-exponential と dilogarithm の関係

ev(x) と dilogarithm の直接的な関係が log ev(x) を計算すると得られる. log(1− x) は
次のべき級数展開を持つ:

log(1− x) = −
∞∑

n=1

xn

n
.

ev(x) は次の無限積表示を持つ:

ev(x) = (εx; v)−1
∞ =

( ∞∏

k=0

(1− vkεx)

)−1

.

ここで ε = 1− v とおいた. よって |v| < 1 とすると

log ev(x) = −
∞∑

k=0

log(1− vkεx) =
∞∑

k=0

∞∑
n=1

(vkεx)n

n

=
∞∑

n=1

( ∞∑

k=0

vnk

)
(εx)n

n
=

∞∑
n=1

1

1− vn

(εx)n

n
=

1

ε

∞∑
n=1

(εx)n

n(n)v

.

したがって v → 0 の極限で次が成立する:

lim
v→0

ε log ev(ε
−1x) = Li2(x).

2.3 five-term identity の量子化

定理 2.1 yx = vxy のとき以下の公式が成立する:

(1) ev(x)ev(y) = ev(x + y).

(2) ev(y)x = x(1− εy)ev(y) = (x− εxy)ev(y).

(3) ev(y)ev(x) = ev(x− εxy)ev(y).

(4) ev(y)ev(x) = ev(x + y − εxy).

(5) ev(y)ev(x) = ev(x)ev(y − εxy).

(6) ev(y)ev(x) = ev(x)ev(−εxy)ev(y).

証明. (1)が v 二項定理から導かれることはすでに示した. (2)は ev(y) の満たす v 差分
方程式から次のように導かれる:

ev(y)x = x(x−1ev(y)x) = xev(vy) = x(1− εy)ev(y) = (x− εxy)ev(y).

(2)より ev(y)xev(y)−1 = x− εxy であるから (3)が次のように導かれる:

ev(y)ev(x) = (ev(y)ev(x)ev(y)−1)ev(y) = ev(x− εxy)ev(y).

y(x− εxy) = v(x− εxy)y なので (1)を (3)に適用すると (4)が得られる:

ev(y)ev(x) = ev(x− εxy)ev(y) = ev(x + y − εxy).
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(y − εxy)x = vx(y − εxy) なので (1)を (4)に適用すると (5)が得られる:

ev(y)ev(x) = ev(x + y − εxy) = ev(x)ev(y − εxy).

y(−εxy) = v(−εxy)y なので (1)を (5)に適用すると (6)が得られる:

ev(y)ev(x) = ev(x)ev(y − εxy) = ev(x)ev(−εxy)ev(y).

Faddeev–Kashaev [2] は上の定理における単純な函数等式 (6)から dilogarithm の five-

term identity が導かれることを示している (数学的に厳密な証明は Kashaev [3]). そこで
上の定理の (6)を quantum five-term identity と呼ぶ.

3 量子展開環への応用 (sl2 の場合)

q = e~ と置く.

以下では ~-adic topology で完備化された対象を主に考える. 基礎体は標数 0 であれば
何でも良い. 量子展開環に関する正確な説明については Chari–Pressley [1] にまかせるこ
とにし, ラフなスタイルで話をすすめる.

3.1 sl2 の量子展開環

量子展開環 U = U~(sl2) は生成元 E, F , H を持ち, 次の基本関係式を持つ結合代数と
して定義される:

[H, E] = 2E, [H, F ] = 2F, [E, F ] =
qH − q−H

q − q−1
=: [H]q.

このとき qH と E, F の交換関係は “yx = vxy” の形になる:

qHE = q2EqH , qHF = q−2FqH .

さらに Hopf 代数構造が次のように定義される:

∆(H) = H ⊗ 1 + 1⊗H, ∆(E) = E ⊗ qH + 1⊗ E, ∆(F ) = F ⊗ 1 + q−H ⊗ F,

ε(H) = ε(E) = ε(F ) = 0,

S(H) = −H, S(E) = −Eq−H , S(F ) = −qHF.

ここで ∆, ε, S はそれぞれ coproduct, counit, antipode である.

3.2 universal R-matrix
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