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Noumi-Yamada [3] はべき零 Poisson 整域の分数体への Weyl 群作用 (双有理作用)

を構成した. 筆者は [1] でその Weyl 群作用を量子化し, さらに [2] において量子 τ 変
数をパラメーター変数の正準共役変数の指数函数として導入し, Weyl群作用を量子 τ

変数まで拡張した. この講演では A 型の量子化された Weyl 群作用の Lax 表示および
Sato-Wilson 表示について報告する. この要旨では最も基本的な A∞ 型の q 差分化さ
れた量子 Weyl 群双有理作用の場合のみを扱う.

1. A∞ 型の量子 Weyl 群双有理作用
Apa は fi, ti (i ∈ Z) と p から生成される C(q) 上の代数で以下の基本関係式で定義さ
れたものであるとする: tia = ati, pa = ap (a ∈ Apa),

f 2
i fi±1 − (q + q−1)fifi±1fi + fi±1f

2
i = 0, fifj = fjfi (j ̸= i± 1).

形式的に ti = q−ε∨i , p = q−δ∨ と書く. さらに α∨
i = ε∨i − εi+1 とおく. すなわち

q−α∨
i = ti/ti+1. このとき Apa は Ore 整域になるので, その分数斜体を Kpa と書く. fi

を量子従属変数と呼び, ti と p をパラメーター変数と呼ぶ. (記号 ( )pa はパラメーター
変数付きの代数を意味する.)

D(Kpa) は Kpa と τ±1
i (i ∈ Z) で生成される C(q) 上の代数で以下の関係式で定義さ

れたものであるとする: τiτj = τjτi, τiτ
−1
i = τ−1

i τi = 1,

τitjτ
−1
i =

{
q−1tj (j ≦ i),

tj (j > i),
τipτ

−1
i = q−1p, τifjτ

−1
i = fj.

つまり D(Kpa) は Kpa に作用する q 差分作用素環である. τi を量子 τ 変数と呼ぶ.

D(Kpa) の代数自己同型 π, si を以下の条件で定めることができる:

π(fi) = fi+1, π(ti) = ti+1, π(p) = p, π(τi) = τi+1,

si(fj) =
qai − q−1a−1

i

q − q−1
fj +

a−1
i − ai
q − q−1

fifjf
−1
i (j = i± 1),

si(fj) = fj (j ̸= i± 1),

si(ti) = ti+1, si(ti+1) = ti, si(tj) = tj (j ̸= i, i+ 1), si(p) = p,

si(τi) = fi
τi−1τi+1

τi
, si(τj) = τj (j ̸= i).

ここで ai = q−α∨
i = ti/ti+1. これによって D(Kpa) に A∞ 型の拡大 Weyl 群 W̃ =

⟨si, π|i ∈ Z⟩ の作用が定まる. (これは [2] の結果の特別な場合とみなせる. 論文 [2] で
は fi の非整数べきを用いてWeyl 群作用を構成している.)
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2. Lax 表示と Sato-Wilson 表示
fij ∈ Apa (i < j) を j に関して帰納的に fi,i+1 = (q − q−1)fi, fi,j+1 = fjfij − q−1fijfj
と定め, 無限行列 L̃, Dt, M を次のように定める:

L̃ = 1 +
∑
i<j

fijEij, Dt =
∑
i

tiEii, M = DtL̃Dt.

ここで 1, Eij はそれぞれ無限サイズの単位行列と行列単位である. L̃ は A∞ 型の普遍
L 作用素をその Cartan 部分で割ったものになっている. 対角成分がすべて 1 の上三角
行列 U で M を M = UD2

tU
−1 と対角化するものが一意に存在する. gi = −[α∨

i ]q/fi,

[α∨
i ]q = (a−1

i − ai)/(q − q−1) とおくと, U の (i, i + 1) 成分は −g−1
i になる. さらに

zi = τi/τi−1 とおき, 無限行列 DZ , Z, Λ, Gi, S
g
i , Si を次のように定める:

DZ =
∑
i

ziEii, Z = UDZ , Λ =
∑
i

Ei,i+1, Gi = 1 + giEi+1,i,

Sg
i = g−1

i Ei,i+1 − giEi+1,i +
∑

k ̸=i,i+1

Ekk,

Si = −[α∨
i − 1]−1

q Ei,i+1 + [α∨
i + 1]qEi+1,i +

∑
k ̸=i,i+1

Ekk.

ここで [α∨
i ± 1]q = (q±1a−1

i − q∓1ai)/(q − q−1). このとき M = q2ZD2
tZ

−1 が成立して
いる. 行列 X の各成分への拡大 Weyl 群の元 w の作用させた結果を w(X) と書くこ
とにする. 主定理は次の通り.

定理 (Lax表示とSato-Wilson表示). 以下の公式が成立している:

si(M) = GiMG−1
i , π(M) = ΛMΛ−1; si(Z) = GiZSi, π(Z) = ΛZΛ−1.

これらをそれぞれ量子 Weyl 群双有理作用の Lax 表示と Sato-Wilson 表示と呼ぶ.

注意. (1) si(U) = GiUSg
i , si(DZ) = (Sg

i )
−1DZSi, si(Dt) = (Sg

i )
−1DtS

g
i = S−1

i DtSi.

(2) n ≧ 3 ならば A∞ の場合の n 簡約で A
(1)
n−1 型の場合の Lax 表示と Sato-Wilson 表

示が得られる.

(3)すべてが可換な古典の場合には, Weyl群双有理作用の Sato-Wilson表示から, Weyl

群の任意の元 w に対する w(τi) の Jacobi-Trudi 型公式が得られ, w(τi) が fi について
多項式になること (正則性)がただちに導かれる. しかし, 量子化された非可換な場合は
そう簡単ではない. (非可換行列式は一般に成分の非可換多項式ではなく, 非可換有理
函数になる.) 筆者は [2] において量子化された場合の w(τi) の正則性を表現論におけ
る translation functor の理論に帰着して証明している.
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