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n−1) の双有理作用の量子化
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梶原・野海・山田は [1] で任意の 2以上の整数 m,n に対して拡大Weyl群の直積
W̃ (A

(1)
m−1) × W̃ (A

(1)
n−1) の Cmn へのある自然な双有理作用を構成した ([2], [6] も見よ).

たとえば (m,n) = (2, 3) のとき, W̃ (A
(1)
1 ) の格子部分の作用から Painlevé PIV 方程式

の q 差分化が得られ, その Bäcklund 変換が W̃ (A
(1)
2 ) の作用から得られる.

この講演では m,n が互いに素な場合に上記の梶原・野海・山田の双有理作用の量
子化を構成できたことを報告する. この量子化は講演者自身による仕事 [3], [5] ではカ
バーされていない場合の量子化になっている.

以下では m,n は2以上の互いに素な整数であるとし, 整数 1 ≦ m̃ ≦ n− 1, 1 ≦ ñ ≦
m− 1 を条件 m̃m ≡ 1 (modn), ñn ≡ 1 (modm) によって定めておく. すなわち m̃, ñ

はそれぞれ modn, modm での m,n の逆数である.

集合 Z/mZ× Z/nZ の部分集合 B を次のように定める:

B = { (µmodm, µmodn) ∈ Z/mZ× Z/nZ | µ = 0, 1, . . . , m̃m− 1 }

さらに pµν , qµν を次のように定める:

pµν =

{
q if (µmodm, νmodn) ∈ B,

1 otherwise,
qµν = (pµν/pµ−1,ν)

2.

このとき qµν ∈ {1, q±2} となる. 非可換環 Am,n は体 F = C(q2, r, s) 上の 1 を持つ結合
代数であり, 生成元 xik (i, k ∈ Z) と次の関係式で定義されるものであるとする:

xi+m,k = rxik, xi,k+n = sxik

xi+µ,k+νxik = qµνxikxi+µ,k+ν (0 ≦ µ < m, 0 ≦ ν < n).

(m,n) が (2,奇数), (3,4), (3,5) の場合の具体例が [4] にある. 非可換性の入り方はかな
り非自明である. 添字の i, k の立場を交換することによって Am,n

∼= An,m となること
もわかる. Am,n はOre整域である. その分数斜体を Km,n と書く. この Km,n が Cmn

上の有理函数体の適切な量子化になっている. 実はこの量子化の古典極限で得られる
Poisson構造も新しい結果になっている.

生成元 r0, r1, . . . , rm−1, ω と次の関係式で定義される群を W̃m = W̃ (A
(1)
m−1) と書き,

A 型の拡大アフィンWeyl群と呼ぶ:

r2i = 1, rirj = rjri (j ̸≡ i, i+ 1 (modm)), riri+1ri = ri+1riri+1,

ωriω
−1 = ri+1 (rm = r0).
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W̃n の生成元を ri, ω と書く代わりに si, ϖ と書くことにする. Km,n には以下によって
W̃m × W̃n の作用が定めることができる:

ri(xil) = xil − s−1 ci,l+1 − ci+1,l+2

Pi,l+1

= sPilxi+1,lP
−1
i,l+1,

ri(xi+1,l) = xi+1,l + s−1 cil − ci+1,l+1

Pil

= s−1P−1
il xilPi,l+1,

ri(xjl) = xjl (j ̸≡ i, i+ 1 (modm)), ω(xjl) = xj+1,l,

sk(xjk) = xjk − r−1dj+1,k − dj+2,k+1

Qj+1,k

= rQ−1
j+1,kxj,k+1Qjk,

sk(xj,k+1) = xj,k+1 + r−1djk − dj+1,k+1

Qjk

= r−1Qj+1,kxjkQjk,

sk(xjl) = xjl (l ̸≡ k, k + 1 (modn)), ϖ(xjl) = xj,l+1,

ただし cik, Pik, dik, Qik を以下のように定義しておく:

cik = xikxi,k+1 · · · xi,k+n−1,

Pik =
n∑

l=1

l−1︷ ︸︸ ︷
xikxi,k+1 · · · xi,k+l−2

n−l︷ ︸︸ ︷
xi+1,k+lxi+1,k+l+1 · · · xi+1,k+n−1,

dik = xi+m−1,k · · · xi+1,kxik,

Qik =
m∑
j=1

m−j︷ ︸︸ ︷
xi+m−1,k+1 · · · xi+j+1,k+1xi+j,k+1

j−1︷ ︸︸ ︷
xi+j−2,k · · · xi+1,kxik .

この作用の見掛けの形は梶原・野海・山田の双有理作用と全く同じ形である (どこにも
q が登場しない!). この仕事の非自明な部分はこの作用が代数の定義関係式を保つとい
うことである. その証明には [3], [5] のアイデアを使う.

参考文献
[1] Kajiwara, Kenji, Noumi, Masatoshi, and Yamada, Yasuhiko. Discrete dynamical sys-

tems with W (A
(1)
m−1 × A

(1)
n−1) symmetry. Lett. Math. Phys. 60 (2002), no. 3, 211–219.

arXiv:nlin/0106029

[2] Kajiwara, Kenji, Noumi, Masatoshi, and Yamada, Yasuhiko. q-Painleve systems arising
from q-KP hierarchy. Lett. Math. Phys. 62 (2002), no. 3, 259–268. arXiv:nlin/0112045

[3] Kuroki, Gen. Quantum groups and quantization of Weyl group symmetries of Painlevé
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