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事前分布  とHamiltonian  に関する分配函数  が

と定義され, 分配函数に付随するゼータ函数  が

と定義される. このとき, 分配函数のMellin変換  は

より

となる. このノートでは以上の特別な場合の計算の詳細について解説する.

φ(w) H(w) ≧ 0 Z(β)

Z(β) = ∫ φ(w) dwe−βH(w)

ζ(s)

ζ(s) = ∫ H(w φ(w) dw)s

 Z(s) = Z(β) dβ∫ ∞
0

β s−1

dβ = Γ(s)H(w∫
∞

0

e−βH(w)β s−1 )−s

 Z(s) = ∫ ( dβ)φ(w) dw = Γ(s)ζ(−s)∫
∞

0

e−βH(w)β s−1
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1  設定
,  であるとし, 事前分布  を

と定め,  であるとし, Hamiltonian  を

と定める.

w = ( ,… , )w1 wd ≧ 0bi φ(w)

φ(w) = {
⋯ ⋯b1 bd w

−1b1
1 w

−1bd
d

0

(0 < ,… , < 1)w1 wd

(otherwise)

> 0ai H(w)

H(w) = ⋯wa11 wadd

2  分配函数
以上の設定のもとで分配函数  を

と定める. このとき,

Z(β)

Z(β) = ⋯ φ(w) d ⋯ d∫
1

0 ∫
1

0

e−βH(w) w1 wd
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 の  での漸近挙動を知りたい.

Z(0) = ∫ φ(w) dw = 1, Z(β) = 0.lim
β→∞

Z(n) n → ∞

3  分配函数に付随するゼータ函数
分配函数  に付随するゼータ函数  が

と定義される. この積分は  について  のとき, すなわち

のとき収束している.  達を以下のように並べ直しておく:

上の積分は  で収束している. その積分を計算すると,

 以外の  達を  ( ) と書き, それぞれの重複度を  と書くことにする. このとき,  の極はちょうど  にあ
り, それぞれの極の位数は  になる.

Z(β) ζ(−s)

ζ(−s) = ⋯ H(w φ(w) d ⋯ d = d∫
1

0 ∫
1

0

)−s w1 wd ∏
i=1

d

∫
1

0

biw
− s+ −1ai bi
i wi

i = 1,… , d − Re s + > 0ai bi

Re s < :=λi
bi

ai

= / > 0λi bi ai

λ := = ⋯ = < ≦ ⋯ ≦ .λ1 λm λm+1 λd

Re s < λ

ζ(−s) = = .∏
i=1

d
bi

− sbi ai ∏
i=1

d
λi

− sλi

λ λi λ′j j = 2,… , r m′j ζ(−s) s = λ, λ′j
m,m′j

4  Mellin変換と逆Mellin変換
分配函数  のMellin変換は

と計算されるのであった. 前節で扱ったように  を定義する積分は  で収束しているので, このMellin変換も  で
収束している. そこで,  とし, , ,  とおくと,

これは  の逆Fourier変換の形をしているので, Fourier変換によってもとに戻せる:

すなわち,

これは

と書き直される.

Z(β)

 Z(s) = Z(β) dβ = Γ(s)ζ(−s)∫
∞

0

β s−1

ζ(−s) Re s < λ Re s < λ

0 < a < λ s = a + it β = ex t, x ∈ ℝ

 Z(a + it) = Z( ) dx.∫
∞

−∞

ex eaxeitx

Z( )ex eax

Z( ) =  Z(a + it) dt.ex eax
1

2π ∫
∞

−∞

e−itx

Z( ) =  Z(a + it) dt.ex
1

2π ∫
∞

−∞

e−(a+it)x

Z(β) =  Z(s) ds = Γ(s)ζ(−s) ds
1

2πi ∫
a+i∞

a−i∞

β−s
1

2πi ∫
a+i∞

a−i∞

β−s

5  分配函数の漸近挙動
以上によって,  のとき0 < a < λ

Z(β) = Γ(s)ζ(−s) ds
1

2πi ∫
a+i∞

a−i∞

β−s
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が示された.  の極は  以下の整数全体であり,  の極は  ( ) にあり, それぞれの位数は  である. ゆ
えに,  をどの  よりも大きくして, 積分経路を  から  に移動すると,  における留数が現われる:

ここで,  はある定数である.  において, 最後の項の積分は  のオーダーであり,  なので, 支配的な項は
最初の項になる. ゆえに,  において,

すなわち,

これが目標としていた結果である.

注意: 以上の議論は, 逆Mellin変換で表示された  の漸近挙動は, 縦方向の積分経路を横に平行移動したときに出て来る留数を見れ
ばわかるという形式になっている. これは解析数論における基本定跡である. この基本定跡を適用した他の例について知りたいならば

ディリクレ級数の滑らかなカットオフ
(https://nbviewer.jupyter.org/github/genkuroki/Calculus/blob/master/A01%20Smooth%20cutoff%20of%20Dirichlet%20series.ipynb)

を参照せよ. 

Γ(s) 0 ζ(−s) s = λ, λ′j j = 2,… , r m,m′j
b λ, λ′j Re s = a Re s = b s = λ, λ′j

Z(β) = C (log β + (log β + Γ(s)ζ(−s) ds.β−λ )m−1 ∑
j=1

r

C ′j β
−λ′j ) −1m′j

1

2πi ∫
b+i∞

b−i∞

β−s

C,C ′j β → ∞ O( )β−b λ < < bλ′j
n → ∞

Z(n) = C (log n (1 + o(1)).n−λ )m−1

− log Z(n) = λ log n − (m − 1) log log n + logC + o(1).

Z(β)

□
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