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1  三⾓函数の加法定理
三⾓函数の加法定理:

この公式を認めて使えば, 三⾓函数に関する他の多くの公式が導かれることは知っているだろう. だからよく

三⾓函数の加法定理だけは覚えておいて, 他の公式はそれから導けばよい.

というような教え⽅がされている場合がある. しかし, この教え⽅は数学の理解という観点からはひどく中途半端である. なぜな
らば, 三⾓函数の加法定理⾃体がそう難しくない結果だからである. しかもその本質は中学校レベルの幾何の問題に過ぎない.

三⾓函数の加法定理は簡単に導けるので, 三⾓函数の加法定理さえ覚える必要はない.

cos(𝑥 + 𝑦) = cos 𝑥 cos 𝑦 − sin 𝑥 sin 𝑦,
sin(𝑥 + 𝑦) = cos 𝑥 sin 𝑦 + sin 𝑥 cos 𝑦. □

using Logging; disable_logging(Logging.Warn)
using Printf
using Base64
 
using Plots
pythonplot(fmt=:png)
 
showimg(mime, fn; scale="") = open(fn) do f
    base64 = base64encode(f)
    option = ifelse(scale == "", "", """ width="$scale" """)
    display("text/html", """<img src="data:$mime;base64,$base64" $option />""")
end
 
using SymPy
using LaTeXStrings
using SpecialFunctions
using QuadGK
using Elliptic.Jacobi: cd, sn
using LinearAlgebra: det

# Override the Base.show definition of SymPy.jl:
# https://github.com/JuliaPy/SymPy.jl/blob/29c5bfd1d10ac53014fa7fef468bc8deccadc2fc/src/
 
@eval SymPy function Base.show(io��IO, ��MIME"text/latex", x��SymbolicObject)
    print(io, as_markdown("\\displaystyle " * sympy.latex(x, mode="plain", fold_short_fr
end
@eval SymPy function Base.show(io��IO, ��MIME"text/latex", x��AbstractArray{Sym})
    function toeqnarray(x��Vector{Sym})
        a = join(["\\displaystyle " * sympy.latex(x[i]) for i in 1:length(x)], "\\\\")
        """\\left[ \\begin{array}{r}$a\\end{array} \\right]"""
    end
    function toeqnarray(x��AbstractArray{Sym,2})
        sz = size(x)
        a = join([join("\\displaystyle " .* map(sympy.latex, x[i,:]), "&") for i in 1:sz
        "\\left[ \\begin{array}{" * repeat("r",sz[2]) * "}" * a * "\\end{array}\\right]"
    end
    print(io, as_markdown(toeqnarray(x)))
end
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1.1  三⾓函数の加法定理の導出は易しい
以下の図を⾒て欲しい.

In [3]: 

縦の⻘の点線が⿊線と重なっていることを嫌うなら次のように図を描けばよい.

In [4]: 

1.2  三⾓函数の加法定理の導出は中学校レベル
三⾓函数 ,  の正式な定義のためには, まず弧度法の意味での⾓度を定義し, 弧度法の意味ので⾓度の函数としてそれ
らを定義しなければいけなくなる. ⾓度の測り⽅を固定しない場合には ,  のように⾓度の測り⽅の不定性によっ
て⾓度に定数倍 (  倍)の違いが⽣じる.

しかし, ,  の代わりに, ,  を使っても, 三⾓函数の加法定理の形は変わらない:

このことから, 三⾓函数の加法定理を理解するためには弧度法による⾓度の定義を知っている必要がないことがわかる.

以下の図の問題を⾒て欲しい. それは実質的に三⾓函数の加法定理を⽰せという内容の問題である. そのことから, ,  とい
う記号を使わずに, 三⾓函数の加法定理と同等のことを述べることができることがわかる. そして, その問題の解答は完全に中学
校数学の範囲内の議論で可能である.

cos 𝜃 sin 𝜃
cos(𝑎𝜃) sin(𝑎𝜃)

𝑎

cos 𝜃 sin 𝜃 𝑐(𝜃) = cos(𝑎𝜃) 𝑠(𝜃) = sin(𝑎𝜃)

𝑐(𝑥 + 𝑦) = 𝑐(𝑥)𝑐(𝑦) − 𝑠(𝑥)𝑠(𝑦), 𝑠(𝑥 + 𝑦) = 𝑐(𝑥)𝑠(𝑦) + 𝑠(𝑥)𝑐(𝑦).

cos sin
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In [5]: 

1.3  三⾓函数の加法定理は複数の⽅法で得られる
⾃⼒で何も知らない状態から三⾓函数の加法定理を証明しようとすれば, 図の描き⽅に複数の選択肢があることに気付く. 実際
にやってみればわかるようにどのように図を描いても, 結果的に三⾓函数の加法定理が得られる. 要するに, 三⾓函数の加法定理
の証明のためには, 知らなければできそうもないテクニカルな議論をする必要はなく, どのように図を描いても証明できる. ああ
やっても証明できるし, こうやっても証明できる. そのようなことに気付けば, 三⾓函数の加法定理は真に易しい結果であること
を納得できるはずである.
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In [6]: 

 の倍⾓の公式はこれの右上の図を使うと容易に証明可能である. 右上の図で  のとき  となるので,sin 𝛼 = 𝛽 𝑎 = 1

sin(2𝛼) = cos 𝛼 (sin 𝛼 + 1 sin 𝛼) = 2 cos 𝛼 sin 𝛼.

1.4  三⾓函数の加法定理と内積の関係
三⾓函数の加法定理:

これらを成分が極座標された2つの2次元ベクトル

に適⽤してみよう. これらの対応する成分の積の和を計算すると  の加法定理より,

となる. これで, 2つの2次元ベクトルの対応する成分の和は2つのベクトルのあいだの⾓度の  の  倍になることがわ
かった. 我々はこれを「内積」と呼ぶのであった.

次に  を計算してみよう:

これの絶対値は2つのベクトルを辺とする平⾏四辺形の⾯積である. 我々は  を⾏列

{
cos(𝛼 + 𝛽) = cos 𝛼 cos 𝛽 − sin 𝛼 sin 𝛽,
cos(𝛼 − 𝛽) = cos 𝛼 cos 𝛽 + sin 𝛼 sin 𝛽,

{
sin(𝛼 + 𝛽) = sin 𝛼 cos 𝛽 + cos 𝛼 sin 𝛽,
sin(𝛼 − 𝛽) = sin 𝛼 cos 𝛽 − cos 𝛼 sin 𝛽.

= [ ] = [ ] , = [ ] = [ ]
𝑎 ⃗  𝑎

𝑐

‖ ‖ cos 𝛼𝑎 ⃗ 
‖ ‖ sin 𝛼𝑎 ⃗ 

𝑏 ⃗  𝑏

𝑑

‖ ‖ cos 𝛽𝑏 ⃗ 

‖ ‖ sin 𝛽𝑏 ⃗ 

cos

𝑎𝑏 + 𝑐𝑑 = ‖ ‖‖ ‖(cos 𝛼 cos 𝛽 + sin 𝛼 sin 𝛽) = ‖ ‖‖ ‖ cos(𝛽 − 𝛼)𝑎 ⃗  𝑏 ⃗  𝑎 ⃗  𝑏 ⃗ 

cos ‖ ‖‖ ‖𝑎 ⃗  𝑏 ⃗ 

𝑎𝑑 − 𝑏𝑐

𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = ‖ ‖‖ ‖(cos 𝛼 sin 𝛽 − sin 𝛼 cos 𝛽) = ‖ ‖‖ ‖ sin(𝛽 − 𝛼).𝑎 ⃗  𝑏 ⃗  𝑎 ⃗  𝑏 ⃗ 

𝑎𝑑 − 𝑏𝑐

[ ]
𝑎

𝑐

𝑏

𝑑
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の⾏列式と呼んでいるのであった.  の⾏列式は平⾏四辺形の⾯積の  倍という幾何学的意味を持っている. 2つの2次元
ベクトルの外積を  で定義することもできる.

このように, 三⾓函数の加法定理は2次元ベクトルの内積や  の⾏列式(もしくは2次元ベクトルの外積)の幾何学的意味を記
述している公式ともみなされる

2 × 2 ±1
𝑎𝑑 − 𝑏𝑐

2 × 2

1.5  三⾓関数の加法定理と複素数
実数  から複素数  を

と定める. これらは次のように表される:

このとき

かつ

ここで, ⼀般に

となることを使うと,

かつ

となるので, ここからも三⾓函数の加法定理が得られる.

以上と本質的に同じ話になるが,  代わりに

を考えると⾃然にベクトルの内積  と外積  が⾃然に出て来る:

𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 𝑧,𝑤

𝑧 = 𝑎 + 𝑐𝑖, 𝑤 = 𝑏 + 𝑑𝑖

𝑧 = |𝑧| , 𝑤 = |𝑤| (𝛼, 𝛽 ∈ ℝ)𝑒𝑖𝛼 𝑒𝑖𝛽

𝑧𝑤 = 𝑎𝑏 − 𝑐𝑑 + 𝑖(𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)

𝑧𝑤 = |𝑧||𝑤| .𝑒𝑖(𝛼+𝛽)

= cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃𝑒𝑖𝜃

𝑎 = |𝑧| cos 𝛼,
𝑏 = |𝑧| cos 𝛽,

𝑐 = |𝑧| sin 𝛼,
𝑑 = |𝑤| sin 𝛽,

𝑧𝑤 = |𝑧||𝑤|(cos(𝛼 + 𝛽) + 𝑖 sin(𝛼 + 𝛽))

𝑧𝑤

𝑤 = (𝑎 − 𝑐𝑖)(𝑏 + 𝑑𝑖)𝑧

𝑎𝑏 + 𝑐𝑑 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐

𝑤 = 𝑎𝑏 + 𝑐𝑑 + 𝑖(𝑎𝑑 − 𝑏𝑐).𝑧

2  3次⽅程式と4次⽅程式の解法
⾼校数学レベルでの3次⽅程式と4次⽅程式の解法を解説する.

2.1  ある3次式の因数分解から3次⽅程式の解法へ
⾼校で次の因数分解の公式を習う:

1の原始3乗根を  と書く: ,

以下では,  とそれから導かれる ,  のみを使う.

1の原始3乗根  を使うと上の因数分解の公式は

と書き直される. 最初の因数分解の公式の右辺の , ,  の係数  は  によって再現される.

さらに, ,  とおくと, 上の因数分解の公式は

と書き直される. この公式を使うと3次⽅程式の解の公式を作れる.

+ + − 3𝑥𝑦𝑧 = (𝑥 + 𝑦 + 𝑧)( + + − 𝑥𝑦 − 𝑥𝑧 − 𝑦𝑧).𝑥3 𝑦3 𝑧3 𝑥2 𝑦2 𝑧2

𝜔 + 𝜔 + 1 = 0𝜔2

𝜔 = = .𝑒±2𝜋𝑖/3
−1 ± 𝑖3⎯⎯√

2

+ 𝜔 + 1 = 0𝜔2 = 1𝜔3 𝜔 ≠ 1

𝜔

+ + − 3𝑥𝑦𝑧 = (𝑥 + 𝑦 + 𝑧)(𝑥 + 𝜔𝑦 + 𝑧)(𝑥 + 𝑦 + 𝜔𝑧)𝑥3 𝑦3 𝑧3 𝜔2 𝜔2

−𝑥𝑦 −𝑥𝑧 −𝑦𝑧 −1 + 𝜔 = −1𝜔2

𝑝 = 𝑦𝑧 𝑞 = +𝑦3 𝑧3

− 3𝑝𝑥 + 𝑞 = (𝑥 + 𝑦 + 𝑧)(𝑥 + 𝜔𝑦 + 𝑧)(𝑥 + 𝑦 + 𝜔𝑧)𝑥3 𝜔2 𝜔2



任意に与えられた ,  に対して, ,  を満たす  は以下のようにして求めることができる.  と
 より

ゆえに, 必要ならば  の⽴場を交換すれば

が成⽴している. 右辺の3乗根を取れば  も求まる:

ただし,  と  は  を満たすように取る. (すなわち,  が得られたときに  を  とおけばよい.)

上の  の因数分解の公式より,  の解はこの  を使って,

と表わされる. これは本質的に所謂Cardanoの公式(カルダノの公式)である.

𝑝 𝑞 𝑝 = 𝑦𝑧 𝑞 = +𝑦3 𝑧3 𝑦, 𝑧 =𝑦3𝑧3 𝑝3

+ = 𝑞𝑦3 𝑧3

− 𝑞𝜆 + = (𝜆 − )(𝜆 − ).𝜆
2

𝑝
3

𝑦
3

𝑧
3

𝑦, 𝑧

= , =𝑦3
𝑞 + − 4𝑞2 𝑝3

⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯√
2

𝑧3
𝑞 − − 4𝑞2 𝑝3

⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯√
2

𝑦, 𝑧

𝑦 = , 𝑧 = .
𝑞 + − 4𝑞2 𝑝3

⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯√
2

⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

√
3 𝑞 − − 4𝑞2 𝑝3

⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯√
2

⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

√
3

𝑦 𝑧 𝑦𝑧 = 𝑝 𝑦 𝑧 𝑧 = 𝑝/𝑦

− 3𝑝𝑥 + 𝑞𝑥3 − 3𝑝𝑥 + 𝑞 = 0𝑥3 𝑦, 𝑧

𝑥 = −𝑦 − 𝑧,   − 𝜔𝑦 − 𝑧,   − 𝑦 − 𝜔𝑧.𝜔2 𝜔2

問題: 以上の計算を確認し, さらに解の公式を実際に作ってみよ. 

解答略.

□

In [7]: 

In [8]: 

In [9]: 

In [10]: 

Out[7]:
ω =

𝑖 ( + 𝑖)3⎯⎯√
2

Out[8]: (𝑥 + 𝑦 + 𝑧) (𝑥 + 𝑦ω + 𝑧 ) (𝑥 + 𝑦 + 𝑧ω) = − 3𝑥𝑦𝑧 + +ω2 ω2 𝑥3 𝑦3 𝑧3

Out[9]:

𝑝 = 𝑦𝑧

𝑞 = +𝑦3 𝑧3

−3𝑝𝑥 + 𝑞 + = − 3𝑥𝑦𝑧 + +𝑥3 𝑥3 𝑦3 𝑧3

Out[10]:

(𝑚 − ) (𝑚 − ) = − 𝑚 − 𝑚 +𝑦3 𝑧3 𝑚2 𝑦3 𝑧3 𝑦3𝑧3

coefficients: 








1
− −𝑦3 𝑧3

𝑦3𝑧3









# 1の原始3乗根
 
x, y, z = symbols("x y z")
ω₃ = factor((-1+√Sym(-3))/2)
latexstring(raw"\ds ω =", sympy.latex(ω₃))

# 因数分解の公式の確認
 
ω = symbols("ω")
f3_factored = (x+y+z)*(x+ω*y+ω^2*z)*(x+ω^2*y+ω*z)
f3 = simplify(f3_factored(ω��ω₃))
latexstring(sympy.latex(f3_factored), "=", sympy.latex(f3))

pp = y*z
qq = y^3+z^3
latexstring("p=", sympy.latex(pp)) �� display
latexstring("q=", sympy.latex(qq)) �� display
 
p, q = symbols("p q")
latexstring(sympy.latex(x^3 - 3p*x + q), "=", sympy.latex((x^3 - 3pp*x + qq)))

# (m-y^3)(m-z^3) の係数
 
m = symbols("m")
f2_org = (m-y^3)*(m-z^3)
f2 = expand((m-y^3)*(m-z^3))
latexstring(sympy.latex(f2_org), "=", sympy.latex(f2)) �� display
c2 = sympy.Poly(f2, m).all_coeffs()
latexstring(raw"\text{coefficients:}\ ", sympy.latex(c2))
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In [11]: 

In [12]: 

Out[11]:

− 𝑚𝑞 + = 0𝑚2 𝑝3

𝑚 = ,
𝑞 − −4 +𝑝3 𝑞2

⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯√
2

𝑞 + −4 +𝑝3 𝑞2
⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯√
2

− 3𝑝 + 𝑞 = 0𝑥31 𝑥1

− 3𝑝 + 𝑞 = 0𝑥32 𝑥2

− 3𝑝 + 𝑞 = 0𝑥33 𝑥3

= − −𝑥1
𝑝2⎯⎯√3

𝑞 + −4 +𝑝3 𝑞2
⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯√

⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯
√
3

2
2
3 𝑞 + −4 +𝑝3 𝑞2

⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯√
⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯
√
3

2

= − −𝑥2
𝑝2⎯⎯√3 ω2

𝑞 + −4 +𝑝3 𝑞2
⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯√

⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯
√
3

ω2
2
3 𝑞 + −4 +𝑝3 𝑞2

⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯√
⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯
√
3

2

= − −𝑥3
𝑝ω2⎯⎯√3

𝑞 + −4 +𝑝3 𝑞2
⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯√

⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯
√
3

2
2
3 ω2 𝑞 + −4 +𝑝3 𝑞2

⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯√
⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯
√
3

2

# 2次方程式の解
 
p, q = symbols("p q")
equ = m^2-q*m+p^3
sol = factor.(solve(equ, m))
latexstring(sympy.latex(equ), "=0") �� display
latexstring(raw"\ds m = ", sympy.latex(sol[1]), ",", sympy.latex(sol[2]))

# 3次方程式の解が得られていることの確認
 
y = sol[2]^(Sym(1)/3)
z = p/y
X = -[
    y+z
    ω*y+ω^2*z
    ω^2*y+ω*z
]
equ = @. X^3 - 3p*X + q
res = @.(simplify((f��f(ω��ω₃))(equ)))
for i in 1:3
    latexstring("x_{$i}^3-3px_{$i}+q=", sympy.latex(res[i])) �� display
end
latexstring(raw"\ds x_1 = ", sympy.latex(X[1])) �� display
latexstring(raw"\ds x_2 = ", sympy.latex(X[2])) �� display
latexstring(raw"\ds x_3 = ", sympy.latex(X[3])) �� display
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In [13]: 

2.2  巡回⾏列式
1の原始3乗根  を⽤いた因数分解の公式

は⾏列式を⽤いて次のように書き直される:

この公式は  の原始  乗根  を⽤いた公式

に⼀般化される. この公式の証明は例えば

佐武⼀郎, 線型代数学, 数学選書1, 裳華房

の第II章の研究課題「1) 巡回⾏列式」に書いてある.

𝜔

+ + − 3𝑥𝑦𝑧 = (𝑥 + 𝑦 + 𝑧)(𝑥 + 𝜔𝑦 + 𝑧)(𝑥 + 𝑦 + 𝜔𝑧)𝑥3 𝑦3 𝑧3 𝜔2 𝜔2

= (𝑥 + 𝑦 + 𝑧).
|

|

||||

𝑥

𝑧

𝑦

𝑦

𝑥

𝑧

𝑧

𝑦

𝑥

|

|

|||| ∏𝑘=0

2

𝜔𝑘 𝜔2𝑘

1 𝑛 𝜁

= ( + + + ⋯ + ).

|

|

|||||||||||

𝑥0

𝑥𝑛−1

⋱

𝑥2

𝑥1

𝑥1

𝑥0

𝑥𝑛−1

⋱

𝑥2

𝑥2

𝑥1

𝑥0

⋱

⋱

⋱

⋱

⋱

⋱

𝑥𝑛−1

𝑥𝑛−1

⋱

𝑥2

𝑥1

𝑥0

|

|

|||||||||||

∏
𝑘=0

𝑛−1

𝑥0 𝜁𝑘𝑥1 𝜁2𝑘𝑥2 𝜁 (𝑛−1)𝑘𝑥𝑛−1

2.3  ある4次式の展開公式から4次⽅程式の解法へ
 を次のように定める:

このとき,

とおくと,

𝑓

𝑓 = (𝑤 + 𝑥 + 𝑦 + 𝑧)(𝑤 + 𝑥 − 𝑦 − 𝑧)(𝑤 − 𝑥 + 𝑦 − 𝑧)(𝑤 − 𝑥 − 𝑦 + 𝑧).

𝑝 = + + , 𝑞 = 𝑥𝑦𝑧, 𝑟 = + +𝑥2 𝑦2 𝑧2 𝑥2𝑦2 𝑥2𝑧2 𝑦2𝑧2 (∗)

𝑓 = − 2𝑝 + 8𝑞𝑤 + − 4𝑟.𝑤4 𝑤2 𝑝2

− 3𝑝𝑥 + 𝑞 = 0𝑥3

𝑥 = , ,𝑥1 𝑥2 𝑥3

= − −𝑥1
3𝑝

+27𝑞
2

−2916 +729𝑝3 𝑞2√
2

⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

√
3

+27𝑞
2

−2916 +729𝑝3 𝑞2√
2

⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

√
3

3

= − −𝑥2
3𝑝

(− − )
1
2

𝑖3√
2 +27𝑞

2
−2916 +729𝑝3 𝑞2√

2

⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

√
3

(− − )
1
2

𝑖3√
2 +27𝑞

2
−2916 +729𝑝3 𝑞2√

2

⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

√
3

3

= − −𝑥3
3𝑝

(− + )
1
2

𝑖3√
2 +27𝑞

2
−2916 +729𝑝3 𝑞2√

2

⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

√
3

(− + )
1
2

𝑖3√
2 +27𝑞

2
−2916 +729𝑝3 𝑞2√

2

⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

√
3

3

# 3次方程式の解 (SymPyのsolve函数による直接計算)
 
x, p, q = symbols("x p q")
equ = x^3-3p*x+q
sol = solve(equ, x)
latexstring("x^3-3px+q=0") �� display
display(L"x = x_1,x_2,x_3")
latexstring(raw"\ds x_1 = ", sympy.latex(sol[1])) �� display
latexstring(raw"\ds x_2 = ", sympy.latex(sol[2])) �� display
latexstring(raw"\ds x_3 = ", sympy.latex(sol[3])) �� display
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ゆえに, もしも与えられた  に対して, 条件( )を満たす  を求めることができたならば,  に関する4次⽅程式 
は次のように解ける:

与えられた  に対して条件 ( ) を満たす  を求めるためには, 条件

を満たす  を求め, それらの平⽅根を取ればよい. ただし, 平⽅根の取り⽅には  倍の不定性があることに注意せよ.
条件  より,  のうち2つが決まれば残りは⼀意的に決まる.

条件 ( ) を満たす  は3次⽅程式の解と係数の関係より, 次の3次⽅程式の解である:

この3次⽅程式は  とおけば次の形になる:

この形の3次⽅程式は前節の結果を⽤いれば解ける.

以上の⽅法はEulerの⽅法と呼ばれているらしい(https://en.wikipedia.org/wiki/Quartic_function
(https://en.wikipedia.org/wiki/Quartic_function)).

𝑝, 𝑞, 𝑟 ∗ 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑤 𝑓 = 0

𝑤 = −𝑥 − 𝑦 − 𝑧,   − 𝑥 + 𝑦 + 𝑧,  𝑥 − 𝑦 + 𝑧,  𝑥 + 𝑦 − 𝑧.

𝑝, 𝑞, 𝑟 ∗ 𝑥, 𝑦, 𝑧

+ + = 𝑝, + + = 𝑟, =𝑥
2

𝑦
2

𝑧
2

𝑥
2
𝑦
2

𝑥
2
𝑧
2

𝑦
2
𝑧
2

𝑥
2
𝑦
2
𝑧
2

𝑞
2 (∗∗)

, ,𝑥2 𝑦2 𝑧2 ±1
𝑥𝑦𝑧 = 𝑞 𝑥, 𝑦, 𝑧

∗∗ , ,𝑥2 𝑦2 𝑧2

− 𝑝 + 𝑟𝜆 − = 0.𝜆3 𝜆2 𝑞2

𝜆 = Λ + 𝑝/3

− 𝑃Λ + 𝑄 = 0, 𝑃 = − 𝑟, 𝑄 = − + − .Λ3 𝑝2

3
2𝑝3

27
𝑝𝑟

3
𝑞2

問題: 以上の計算を確認し, さらに解の公式を実際に作ってみよ. 

解答略.

□

In [14]: 

In [15]: 

In [16]: 

In [17]: 

In [18]: 

(𝑤 − 𝑥 − 𝑦 + 𝑧) (𝑤 − 𝑥 + 𝑦 − 𝑧) (𝑤 + 𝑥 − 𝑦 − 𝑧) (𝑤 + 𝑥 + 𝑦 + 𝑧)

= − 2 − 2 − 2 + 8𝑤𝑥𝑦𝑧 + − 2 − 2 + − 2 +𝑤4 𝑤2𝑥2 𝑤2𝑦2 𝑤2𝑧2 𝑥4 𝑥2𝑦2 𝑥2𝑧2 𝑦4 𝑦2𝑧2 𝑧4

Out[15]: 5-element Vector{Sym{PyCall.PyObject}}:
                                                   1
                                                   0
                              -2*x^2 - 2*y^2 - 2*z^2
                                             8*x*y*z
 x^4 - 2*x^2*y^2 - 2*x^2*z^2 + y^4 - 2*y^2*z^2 + z^4

coefficients: 

Out[16]: 𝑝 = + +𝑥2 𝑦2 𝑧2

Out[17]: 𝑞 = 𝑥𝑦𝑧

simplify(c4[5] - (p ^ 2 - 4r)) = 0

Out[18]: 𝑟 = + +𝑥2𝑦2 𝑥2𝑧2 𝑦2𝑧2

# 展開結果の確認
 
w, x, y, z = symbols("w x y z")
f4_org = (w+x+y+z)*(w+x-y-z)*(w-x+y-z)*(w-x-y+z)
f4 = expand(f4_org)
latexstring(sympy.latex(f4_org)) �� display
latexstring("=", sympy.latex(f4)) �� display

# 展開結果の 0,1,2,3,4 次の係数の確認.
# 3次の係数は0になっている.
 
display(L"\text{coefficients:}\ ")
c4 = sympy.Poly(f4, w).all_coeffs()

p = c4[3]/(-2)
latexstring("p=", sympy.latex(p))

q = c4[4]/8
latexstring("q=", sympy.latex(q))

r = x^2*y^2 + x^2*z^2 + y^2*z^2
@show simplify(c4[5] - (p^2-4r))
latexstring("r=", sympy.latex(r))

1
2
3
4
5
6
7

1
2
3
4
5

1
2

1
2

1
2
3

https://en.wikipedia.org/wiki/Quartic_function
https://en.wikipedia.org/wiki/Quartic_function


In [19]: 

In [20]: 

In [21]: 

In [22]: 

2.4  4次⽅程式の解法で使える4次式の⾏列式表⽰
前節で⽤いた  は次のように表される:

右辺の⾏列式はKleinの四元群  (4次の置換群の⾮⾃明な正規部分群)の群⾏列式
と呼ばれるものになっている.

このノートで詳しく説明はできないが, 4次⽅程式が四則演算とべき根を取る操作だけでいつでも解ける理由は, 4次の置換群が
Kleinの四元群という⾮⾃明な正規部分群を持つからである. そのKleinの四元群由来の⾏列式を考えれば, 4次⽅程式が解けるわ
けである.

注意: 上の形の⾏列式は

佐武⼀郎, 線型代数学, 数学選書1, 裳華房

の第II章の研究課題の問1にある.

この佐武⼀郎著『線型代数学』は数学的にかなり強⼒な本なので, 数学的教養を深めたい⼈は熟読する価値がある.

𝑓

𝑓 = .

|

|

|||||||

𝑤

𝑥

𝑦

𝑧

𝑥

𝑤

𝑧

𝑦

𝑦

𝑧

𝑤

𝑥

𝑧

𝑦

𝑥

𝑤

|

|

|||||||

{1, (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3)} ⊲ 𝑆4

0

− 2𝑝 + 8𝑞𝑤 + ( − 4𝑟)𝑤4 𝑤2 𝑝2

= − 2 − 2 − 2 + 8𝑤𝑥𝑦𝑧 + − 2 − 2 + − 2 +𝑤4 𝑤2𝑥2 𝑤2𝑦2 𝑤2𝑧2 𝑥4 𝑥2𝑦2 𝑥2𝑧2 𝑦4 𝑦2𝑧2 𝑧4

Out[20]: − ( + + ) + 𝑚 ( + + ) − = (𝑚 − ) (𝑚 − ) (𝑚 − )𝑚3 𝑚2 𝑥2 𝑦2 𝑧2 𝑥2𝑦2 𝑥2𝑧2 𝑦2𝑧2 𝑥2𝑦2𝑧2 𝑥2 𝑦2 𝑧2

 3    2            2
m  - m *p + m*r - q 

        2            3           
 3   M*p          2*p    p*r    2
M  - ---- + M*r - ---- + --- - q 
      3            27     3      

Out[21]: 4-element Vector{Sym{PyCall.PyObject}}:
                       1
                       0
              -p^2/3 + r
 -2*p^3/27 + p*r/3 - q^2

# p,q,rを使った公式の確認
 
ff4 = w^4 - 2p*w^2 + 8q*w + (p^2-4r)
simplify(f4 - ff4) �� display
latexstring("w^4-2pw^2+8qw+(p^2-4r)") �� display
latexstring("=", sympy.latex(f4)) �� display

m = symbols("m")
equ = m^3 - p*m^2 + r*m - q^2
sol = simplify(factor(equ))
latexstring(sympy.latex(equ), "=", sympy.latex(sol))

# 補助的な3次方程式の形の確認
 
p, q, r, m, M = symbols("p q r m M")
(f3 = m^3 - p*m^2 + r*m - q^2) �� display
(g3 = simplify(expand(f3(m �� M+p/3)))) �� display
c3 = sympy.Poly(g3, M).all_coeffs()

# w, p, q, r = symbols("w p q r")
# factor.(solve(w^4 - 2p*w^2 + 8q*w + (p^2-4r), w))
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In [23]: 

In [24]: 

In [25]: 

In [26]: 

3  べき乗和とベルヌイ多項式
⾼校数学ではべき乗和

について習う. これらの公式の背景にベルヌイ多項式が控えていることを解説したい.

ベルヌイ多項式については以下のツイッターにおける以下のスレッドも参照せよ:

https://twitter.com/genkuroki/status/1111938896844095488 (https://twitter.com/genkuroki/status/1111938896844095488)

1 + 2 + ⋯ + 𝑛 = ,𝑛(𝑛 + 1)
2

+ + ⋯ + = ,12 22 𝑛2
𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)

6

+ + ⋯ + =13 23 𝑛3
(𝑛 + 1𝑛2 )2

4

3.1  Bernoulli多項式
Bernoulli多項式(ベルヌイ多項式)  が次のTaylor展開で定義される:

これの左辺をBernoulli多項式の⺟函数と呼ぶ.

Bernoulli数: Bernoulli多項式の定数項  はBernoulli数と呼ばれている.

より, Bernoulli多項式はBernoulli数によって次のように表わされることがわかる:

(𝑥)𝐵𝑘

= .𝑧𝑒𝑧𝑥

− 1𝑒𝑧 ∑
𝑘=0

∞ (𝑥)𝐵𝑘

𝑘!
𝑧𝑘

= (0)𝐵𝑘 𝐵𝑘

𝑧𝑒𝑧𝑥

− 1𝑒𝑧
= =𝑧

− 1𝑒𝑧
𝑒𝑥𝑧 ∑

𝑖=0

∞
𝐵𝑖𝑧

𝑖

𝑖! ∑
𝑗=0

∞
𝑥𝑗𝑧𝑗

𝑗!

= = ( )∑
𝑖,𝑗=0

∞ (𝑖 + 𝑗)!
𝑖!𝑗!

𝐵𝑖𝑥
𝑗 𝑧𝑖+𝑗

(𝑖 + 𝑗)! ∑
𝑘=0

∞

∑
𝑗=0

𝑘
𝑘

𝑗
𝐵𝑘−𝑗𝑥

𝑗 𝑧
𝑘

𝑘!

Out[23]: 4×4 Matrix{Sym{PyCall.PyObject}}:
 w  x  y  z
 x  w  z  y
 y  z  w  x
 z  y  x  w

Out[24]:  4      2  2      2  2      2  2                4      2  2      2  2    4    
w  - 2*w *x  - 2*w *y  - 2*w *z  + 8*w*x*y*z + x  - 2*x *y  - 2*x *z  + y  - 2

  2  2    4
*y *z  + z 

Out[25]: true

Out[26]: 5-element Vector{Sym{PyCall.PyObject}}:
                                                   1
                                                   0
                              -2*x^2 - 2*y^2 - 2*z^2
                                             8*x*y*z
 x^4 - 2*x^2*y^2 - 2*x^2*z^2 + y^4 - 2*y^2*z^2 + z^4

A = [
    w x y z
    x w z y
    y z w x
    z y x w
]

d4 = det(A)

d4 == f4

sympy.Poly(d4, w).all_coeffs()

1
2
3
4
5
6

1

1

1

https://twitter.com/genkuroki/status/1111938896844095488
https://twitter.com/genkuroki/status/1111938896844095488


( )

𝑘
𝑘

Bernoulli多項式の微分: Benoulli多項式の定義式の両辺を  で偏微分すると

となり, これの左辺は

と書けるので, 上と⽐較して

が得られる.  なので  は最⾼次の係数が  である  次の多項式になる.

𝑥

=𝑧2𝑒𝑧𝑥

− 1𝑒𝑧 ∑
𝑘=0

∞ (𝑥)𝐵′𝑘

𝑘!
𝑧𝑘

= =𝑧2𝑒𝑧𝑥

− 1𝑒𝑧 ∑
𝑚=0

∞ (𝑥)𝐵𝑚

𝑚!
𝑧𝑚+1 ∑

𝑘=1

∞ (𝑥)𝐵𝑘−1

(𝑘 − 1)!
𝑧𝑘

(𝑥) = 𝑘 (𝑥)𝐵′𝑘 𝐵𝑘−1

(𝑥) = 1𝐵0 (𝑥)𝐵𝑘 1 𝑘

Bernoulli多項式の積分: 上の結果より,

であるから,

これの⺟函数表⽰は次の通り:

特に ,  のとき, 右辺は  になるので,

となることもわかる. ,  の場合には

となるので,

= (𝑥)𝑑

𝑑𝑥

(𝑥)𝐵𝑘+1

𝑘 + 1
𝐵𝑘

(𝑥) 𝑑𝑥 = .∫
𝑏

𝑎

𝐵𝑘

(𝑏) − (𝑎)𝐵𝑘+1 𝐵𝑘+1

𝑘 + 1

(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑑𝑥 = = .∑
𝑘=0

∞

∫
𝑏

𝑎

𝐵𝑘

𝑧𝑘

𝑘! ∫
𝑏

𝑎

𝑧𝑒𝑧𝑥

− 1𝑒𝑧 [ ]
𝑒𝑧𝑥

− 1𝑒𝑧

𝑥=𝑏

𝑥=𝑎

−𝑒𝑧𝑏 𝑒𝑧𝑎

− 1𝑒𝑧

𝑎 = 0 𝑏 = 1 1

(𝑥) 𝑑𝑥 =∫
1

0
𝐵𝑘 𝛿𝑘0

𝑎 = 𝑥 𝑏 = 𝑥 + 1

(𝑦) 𝑑𝑦 = = =∑
𝑘=0

∞

∫
𝑥+1

𝑥

𝐵𝑘

𝑧𝑘

𝑘!
−𝑒𝑧(𝑥+1) 𝑒𝑧𝑥

− 1𝑒𝑧
𝑒𝑧𝑥 ∑

𝑘=0

∞

𝑥𝑘
𝑧𝑘

𝑘!

(𝑦) 𝑑𝑦 = .∫
𝑥+1

𝑥

𝐵𝑘 𝑥𝑘

3.2  Bernoulli多項式とべき乗和の関係
べき乗和  が次のように定義される:

べき乗和の⺟函数は次のように計算される:

Bernoulli多項式の積分に関する結果より,

(𝑛)𝑆𝑘

(𝑛) = = + + ⋯ + .𝑆𝑘 ∑
𝑗=1

𝑛

𝑗𝑘 1𝑘 2𝑘 𝑛𝑘

∑
𝑘=0

∞ (𝑛)𝑆𝑘

𝑘!
𝑧𝑘 = =∑

𝑘=0

∞

∑
𝑗=1

𝑛
𝑗𝑘

𝑘!
𝑧𝑘 ∑

𝑗=1

𝑛

∑
𝑘=0

∞
𝑗𝑘

𝑘!
𝑧𝑘

= = .∑
𝑗=1

𝑛

𝑒𝑗𝑧
−𝑒(𝑛+1)𝑧 𝑒𝑧

− 1𝑒𝑧

−𝑒(𝑛+1)𝑧 𝑒𝑧

− 1𝑒𝑧
= (𝑥) 𝑑𝑥∑

𝑘=0

∞

∫
𝑛+1

1
𝐵𝑘

𝑧𝑘

𝑘!

= .∑
𝑘=0

∞ (𝑛 + 1) − (1)𝐵𝑘+1 𝐵𝑘+1
𝑘 + 1

𝑧𝑘

𝑘!



したがって,

特に  は  について  次の多項式になり, 最⾼次の係数は  になることがわかる.

以上では⺟函数表⽰を経由して計算したが,

を使えば

と同じ公式がより平易に得られる.

(𝑛) = (𝑥) 𝑑𝑥 = .𝑆𝑘 ∫
𝑛+1

1
𝐵𝑘

(𝑛 + 1) − (1)𝐵𝑘+1 𝐵𝑘+1

𝑘 + 1

(𝑛)𝑆𝑘 𝑛 𝑘 + 1 1/(𝑘 + 1)

(𝑦) 𝑑𝑦 = , ∫ (𝑥)𝑑𝑥 =∫
𝑥+1

𝑥

𝐵𝑘 𝑥𝑘 𝐵𝑘

(𝑥)𝐵𝑘+1

𝑘 + 1

(𝑛)𝑆𝑘 = = (𝑥) 𝑑𝑥∑
𝑗=1

𝑛

𝑗
𝑘

∑
𝑗=1

𝑛

∫
𝑗+1

𝑗

𝐵𝑘

= (𝑥) 𝑑𝑥 =∫
𝑛+1

1
𝐵𝑘

(𝑛 + 1) − (1)𝐵𝑘+1 𝐵𝑘+1

𝑘 + 1

In [27]: 

(𝑥) = 1𝐵0

(𝑥) = 𝑥 −𝐵1
1
2

(𝑥) = − 𝑥 +𝐵2 𝑥2 1
6

(𝑥) = − +𝐵3 𝑥3 3𝑥2
2

𝑥

2

(𝑥) = − 2 + −𝐵4 𝑥4 𝑥3 𝑥2 1
30

(𝑥) = − + −𝐵5 𝑥5 5𝑥4
2

5𝑥3
3

𝑥

6

(𝑥) = − 3 + − +𝐵6 𝑥6 𝑥5 5𝑥4
2

𝑥2

2
1
42

(𝑥) = − + − +𝐵7 𝑥7 7𝑥6
2

7𝑥5
2

7𝑥3
6

𝑥

6

(𝑥) = − 4 + − + −𝐵8 𝑥8 𝑥7 14𝑥6
3

7𝑥4
3

2𝑥2
3

1
30

(𝑥) = − + 6 − + 2 −𝐵9 𝑥9 9𝑥8
2 𝑥7 21𝑥5

5 𝑥3 3𝑥
10

(𝑥) = − 5 + − 7 + 5 − +𝐵10 𝑥10 𝑥9 15𝑥8
2 𝑥6 𝑥4 3𝑥2

2
5
66

(𝑥) = − + − 11 + 11 − +𝐵11 𝑥11 11𝑥10
2

55𝑥9
6 𝑥7 𝑥5 11𝑥3

2
5𝑥
6

(𝑥) = − 6 + 11 − + 22 − + 5 −𝐵12 𝑥12 𝑥11 𝑥10 33𝑥8
2 𝑥6 33𝑥4

2 𝑥2 691
2730

# ベルヌイ多項式のリスト k = 0,1,2,…,12
 
B(k,x) = sympy.bernoulli(k,x)
SS(k,x) = (B(k+1,x+1) - B(k+1,Sym(1)))/(k+1)
x = symbols("x")
for k in 0:12
    latexstring("B_{$k}(x)=", sympy.latex(B(k,x))) �� display
end

1
2
3
4
5
6
7
8



In [28]: 

問題:  が3以上の整数のとき  となることを⽰せ.

証明:  の⺟函数で  とおくと,

これは  の偶函数なので, 左辺のべき級数の奇数次の係数はすべて消える. ゆえに  が3以上の奇数ならば  となる.

𝑘 (0) = 0𝐵𝑘

(𝑥)𝐵𝑘 𝑥 = 0

+ = + = = .∑
𝑘=0

∞ (0)𝐵𝑘

𝑘!
𝑧𝑘

𝑧

2
𝑧

− 1𝑒𝑧
𝑧

2
𝑧

2
+ 1𝑒𝑧

− 1𝑒𝑧
𝑧

2
+𝑒𝑧/2 𝑒−𝑧/2

−𝑒𝑧/2 𝑒−𝑧/2

𝑧 𝑘 (0) = 0𝐵𝑘

□

問題: 以下を⽰せ:

(1) .

(2)  が奇数のとき .

(3)  が  以上の奇数のとき .

(4)  ならば .

証明: (1)  の⺟函数で  に  を代⼊すると,

なので両辺を⽐較すると,  となることがわかる.

(2)  のとき  であり,  が奇数のとき  なので  となることがわかる.

(3) 1つ前の問題より,  が3以上の奇数のとき  なので  となる.

(4)  であるとする.  が奇数ならば  となり,  が偶数ならば  となる.

(1 − 𝑥) = (−1 (𝑥)𝐵𝑘 )𝑘𝐵𝑘

𝑘 (1/2) = 0𝐵𝑘

𝑘 3 (1) = (0) = 0𝐵𝑘 𝐵𝑘

𝑘 ≧ 2 (0) = (1)𝐵𝑘 𝐵𝑘

(𝑥)𝐵𝑘 𝑥 1 − 𝑥

∑
𝑘=0

∞ (1 − 𝑥)𝐵𝑘

𝑘!
𝑧𝑘 = =𝑧𝑒𝑧(1−𝑥)

− 1𝑒𝑧
𝑧𝑒−𝑧𝑥

1 − 𝑒−𝑧

= = (−𝑧 .(−𝑧)𝑒(−𝑧)𝑥

− 1𝑒−𝑧 ∑
𝑘=0

∞ (𝑥)𝐵𝑘

𝑘!
)𝑘

(1 − 𝑥) = (−1 (𝑥)𝐵𝑘 )𝑘𝐵𝑘

𝑥 = 1/2 1 − 𝑥 = 𝑥 𝑘 (1 − 𝑥) = − (𝑥)𝐵𝑘 𝐵𝑘 (1/2) = 0𝐵𝑘

𝑘 (0) = 0𝐵𝑘 (1) = (1 − 0) = − (0) = 0𝐵𝑘 𝐵𝑘 𝐵𝑘

𝑘 ≧ 2 𝑘 (0) = 0 = (1)𝐵𝑘 𝐵𝑘 𝑘 (0) = (1 − 1) = (1)𝐵𝑘 𝐵𝑘 𝐵𝑘

□

問題: 以下を⽰せ:

(𝑥) = 𝑥𝑆0

(𝑥) =𝑆1
𝑥(𝑥+1)
2

(𝑥) =𝑆2
𝑥(𝑥+1)(2𝑥+1)

6

(𝑥) =𝑆3
𝑥2(𝑥+1)2

4

(𝑥) =𝑆4
𝑥(𝑥+1)(2𝑥+1)(3 +3𝑥−1)𝑥2

30

(𝑥) =𝑆5
(2 +2𝑥−1)𝑥2(𝑥+1)2 𝑥2

12

(𝑥) =𝑆6
𝑥(𝑥+1)(2𝑥+1)(3 +6 −3𝑥+1)𝑥4 𝑥3

42

(𝑥) =𝑆7
(3 +6 − −4𝑥+2)𝑥2(𝑥+1)2 𝑥4 𝑥3 𝑥2

24

(𝑥) =𝑆8
𝑥(𝑥+1)(2𝑥+1)(5 +15 +5 −15 − +9𝑥−3)𝑥6 𝑥5 𝑥4 𝑥3 𝑥2

90

(𝑥) =𝑆9
( +𝑥−1)(2 +4 − −3𝑥+3)𝑥2(𝑥+1)2 𝑥2 𝑥4 𝑥3 𝑥2

20

(𝑥) =𝑆10
𝑥(𝑥+1)(2𝑥+1)( +𝑥−1)(3 +9 +2 −11 +3 +10𝑥−5)𝑥2 𝑥6 𝑥5 𝑥4 𝑥3 𝑥2

66

(𝑥) =𝑆11
(2 +8 +4 −16 −5 +26 −3 −20𝑥+10)𝑥2(𝑥+1)2 𝑥8 𝑥7 𝑥6 𝑥5 𝑥4 𝑥3 𝑥2

24

(𝑥) =𝑆12
𝑥(𝑥+1)(2𝑥+1)(105 +525 +525 −1050 −1190 +2310 +1420 −3285 −287 +2073𝑥−691)𝑥10 𝑥9 𝑥8 𝑥7 𝑥6 𝑥5 𝑥4 𝑥3 𝑥2

2730

# べき乗和の公式のリスト k = 0,1,2,…,12
 
x = symbols("x")
for k in 0:12
    latexstring("S_{$k}(x)=", sympy.latex(factor(SS(k,x)))) �� display
end

1
2
3
4
5
6



(1)  は  で割り切れる.

(2)  のとき  は  で割り切れる.

(3)  が2以上の偶数ならば  は  で割り切れる.

(4)  が3以上の奇数ならば  は  で割り切れる.

証明: (1)  を⽰せばよいが,

(2)  のとき, 1つ前の問題の(4)より  が成⽴するので,

ゆえに  は  で割り切れる.

(3)  が2以上の偶数のとき, 1つ前の問題の(2),(3)より ,  が成⽴するので

ゆえに  は  で割り切れる. 上の(1),(2)より,  は  と  でも割り切れるので,  で割り切
れることがわかる.

(4)  より,

なので, 1つ前の問題の(3)より,  が3以上の奇数ならば ,  となる. ゆえに  は 
と  で割り切れる. 上の(1),(2)より,  は  と  で割り切れる. これらより,  が  で割り切れるこ
とがわかる. 

(𝑥)𝑆𝑘 𝑥

𝑘 ≧ 1 (𝑥)𝑆𝑘 𝑥 + 1

𝑘 (𝑥)𝑆𝑘 𝑥(𝑥 + 1)(2𝑥 + 1)

𝑘 (𝑥)𝑆𝑘 (𝑥 + 1𝑥2 )2

(0) = 0𝑆𝑘

(0) = = 0.𝑆𝑘

(1) − (1)𝐵𝑘+1 𝐵𝑘+1
𝑘 + 1

𝑘 ≧ 1 (0) = (1)𝐵𝑘+1 𝐵𝑘+1

(−1) = = 0.𝑆𝑘

(0) − (1)𝐵𝑘+1 𝐵𝑘+1
𝑚 + 1

(𝑥)𝑆𝑘 𝑘 + 1

𝑘 (1/2) = 0𝐵𝑘+1 (1) = 0𝐵𝑘+1

(−1/2) = = 0.𝑆𝑘

(1/2) − (1)𝐵𝑘+1 𝐵𝑘+1
𝑘 + 1

(𝑥)𝑆𝑘 2𝑥 + 1 (𝑥)𝑆𝑘 𝑥 𝑥 + 1 𝑥(𝑥 + 1)(2𝑥 + 1)

(𝑥) = (𝑡) 𝑑𝑡 = (𝑡 + 1) 𝑑𝑡𝑆𝑘 ∫
𝑥+1

1
𝐵𝑘 ∫

𝑥

0
𝐵𝑘

(𝑥) = (𝑥 + 1)𝑆′𝑘 𝐵𝑘

𝑘 (0) = (1) = 0𝑆′𝑘 𝐵𝑘 (−1) = (0) = 0𝑆′𝑘 𝐵𝑘 (𝑥)𝑆′𝑘 𝑥

𝑥 + 1 (𝑥)𝑆𝑘 𝑥 𝑥 + 1 (𝑥)𝑆𝑘 (𝑥 + 1𝑥2 )2
□

問題:  が  で割り切れることを⽤いて,  となることを⽰せ.

証明:  は最⾼次の係数が  の2次の多項式になるので, それが  で割り切れることを使えば,

 となることがただちに導かれる. 

(𝑥)𝑆1 𝑥(𝑥 + 1) (𝑥) =𝑆1
𝑥(𝑥 + 1)

2

(𝑥)𝑆1 1/2 𝑥(𝑥 + 1)

(𝑥) =𝑆1
𝑥(𝑥 + 1)

2
□

問題:  が  で割り切れることを⽤いて,  となることを⽰せ.

証明:  は最⾼次の係数が  の3次の多項式になるので, それが  で割り切れることを使えば,

 となることがただちに導かれる. 

(𝑥)𝑆2 𝑥(𝑥 + 1)(2𝑥 + 1) (𝑥) =𝑆2
𝑥(𝑥 + 1)(2𝑥 + 1)

6

(𝑥)𝑆2 1/3 𝑥(𝑥 + 1)(2𝑥 + 1)

(𝑥) =𝑆2
𝑥(𝑥 + 1)(2𝑥 + 1)

6
□

問題:  が  で割り切れることを⽤いて,  となることを⽰せ.

証明:  は最⾼次の係数が  の4次の多項式になるので, それが  で割り切れることを使えば,

 となることがただちに導かれる. 

(𝑥)𝑆3 (𝑥 + 1𝑥2 )2 (𝑥) =𝑆3
(𝑥 + 1𝑥2 )2

4

(𝑥)𝑆3 1/4 (𝑥 + 1𝑥2 )2

(𝑥) =𝑆3
(𝑥 + 1𝑥2 )2

4
□

問題:  が  で割り切れることを⽤いて,  を求めよ.

解答例:  は最⾼次の係数が  の5次の多項式になり,  で割り切れるので,

と書ける. ,  より,

左の等式の5倍を→の等式から引くと  となるので,  が得られ, それを左の等式に代⼊すると 
となり,  が得られる. したがって,

(𝑥)𝑆4 𝑥(𝑥 + 1)(2𝑥 + 1) (𝑥)𝑆4

(𝑥)𝑆4 1/5 𝑥(𝑥 + 1)(2𝑥 + 1)

(𝑥) = 𝑥(𝑥 + 1)(2𝑥 + 1)( + 𝑎𝑥 + 𝑏)𝑆4
1
10

𝑥2

(1) = 1𝑆4 (2) = 17𝑆4

(1 + 𝑎 + 𝑏) = 1, 3(4 + 2𝑎 + 𝑏) = 17.3
5

3(3 + 𝑎) = 12 𝑎 = 1 3(2 + 𝑏) = 5
𝑏 = −1/3

(𝑥) = 𝑥(𝑥 + 1)(2𝑥 + 1)( + 𝑥 − 1/3) = 𝑥(𝑥 + 1)(2𝑥 + 1)(3 + 3𝑥 − 1)𝑆4
1
10

𝑥2
1
30

𝑥2



であることがわかる. □

問題:  が  で割り切れることを⽤いて,  を求めよ.

解答例:  は最⾼次の係数が  の6次多項式になり,  で割り切れるので,

と書ける. ,  より,

前者の9倍を後者から引くと  となるので,  が得られ, それを前者に代⼊すると,  となるので,
 が得られる. ゆえに

(𝑥)𝑆5 (𝑥 + 1𝑥2 )2 (𝑥)𝑆5

(𝑥)𝑆5 1/6 (𝑥 + 1𝑥2 )2

(𝑥) = (𝑥 + 1 ( + 𝑎𝑥 + 𝑏)𝑆5
1
6
𝑥2 )2 𝑥2

(1) = 1𝑆5 (2) = 33𝑆5

(1 + 𝑎 + 𝑏) = 1, 6(4 + 2𝑎 + 𝑏) = 33.2
3

6(3 + 𝑎) = 24 𝑎 = 1 2(2 + 𝑏) = 3
𝑏 = −1/2

(𝑥) = (𝑥 + 1 ( + 𝑥 − 1/2) = (𝑥 + 1 (2 + 2𝑥 − 1). □𝑆5
1
6
𝑥2 )2 𝑥2 1

12
𝑥2 )2 𝑥2

3.3  べき乗和の直接的な取り扱い
ツイッターでぴよぴよさん (https://twitter.com/piyopiyo1229)にBernoulli多項式に頼らない直接的で平易なべき乗和の取り扱い
(https://twitter.com/piyopiyo1229/status/1052534499169394688)について教わったのでその内容を以下で説明する.

定理: べき乗和  は  に関する  次の多項式になる.

証明: 多項式  で ,  を満たすものが唯⼀存在することを⽰せば⼗分である. (そのような
 について  となる.)

 の次数が  次より⼤きいならば  の次数は  次以上になるので,  が成⽴
することはありえない.  の次数は  次以下でなければいけない.

 とおき, ,  を満たす  達が⼀意に定まることを⽰そう.  は

と書けることから, 条件 ,  は係数  達に関する以下の連⽴⼀次⽅程式に書き直される:

これより,  から順番に  が決まり, この連⽴⼀次⽅程式の解  が唯⼀つ存在す

ることがわかる. 

注意: 上の証明より,  の最⾼次の係数は  になることがわかる. さらに,  を求めるための式は 

の場合から得られ,

になるので,  となることもわかる. 

注意:  の次数が  次より⼤きいならば  の次数は  次以上になるので, 
が成⽴することはありえない. このことから  は  について  次以上の多項式になることはありえないことがわかる.

(𝑛)𝑆𝑘 𝑛 𝑘 + 1

𝑓(𝑥) 𝑓(0) = 0 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥 − 1) + 𝑥𝑘

𝑓(𝑥) (𝑛) = 𝑓(𝑛)𝑆𝑘

𝑓(𝑥) 𝑘 + 1 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥 − 1) 𝑘 + 1 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥 − 1) = 𝑥𝑘

𝑓(𝑥) 𝑘 + 1

𝑓(𝑥) =∑
𝑚=0

𝑘+1

𝑎𝑚𝑥
𝑚 𝑓(0) = 0 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥 − 1) + 𝑥𝑘 𝑎𝑚 𝑓(𝑥 − 1)

𝑓(𝑥 − 1) = ( )(−1 =
(

(−1 ( ) )∑
𝑚=0

𝑘+1

𝑎𝑖∑
𝑖=0

𝑚
𝑚

𝑖
)𝑚−𝑖𝑥𝑖 ∑

𝑖=0

𝑘+1

∑
𝑚=𝑖

𝑘+1

)𝑚−𝑖 𝑚

𝑖
𝑎𝑚 𝑥𝑖

𝑓(0) = 0 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥 − 1) + 𝑥𝑘 𝑎𝑚

− (𝑘 + 1) + 1 = 0,𝑎𝑘+1

(𝑖 + 1) = (−1 ( ) (𝑖 = 𝑘 − 1, 𝑘 − 2,… , 0)𝑎𝑖+1 ∑
𝑚=𝑖+2

𝑘+1

)𝑚−𝑖 𝑚

𝑖
𝑎𝑚

= 0.𝑎0

=𝑎𝑘+1
1

𝑘 + 1
, ,… , ,𝑎𝑘 𝑎𝑘−1 𝑎1 𝑎0 ( , ,… , )𝑎0 𝑎1 𝑎𝑚

□

(𝑛)𝑆𝑘 =𝑎𝑘+1
1

𝑘 + 1
𝑎𝑘 𝑖 = 𝑘 − 1

𝑘 =𝑎𝑘
(𝑘 + 1)𝑘

2
𝑎𝑘+1

= 1/2𝑎𝑘 □

𝑓(𝑥) 𝑘 + 1 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥 − 1) 𝑘 + 1 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥 − 1) = 𝑥𝑘

(𝑛)𝑆𝑘 𝑛 𝑘 + 2
□

注意: 上の証明は直接的な計算にこだわりすぎて煩雑になってしまっている.

上の証明の内容は, 有理数体上の1変数多項式環  からそれ⾃⾝への線形写像  を

と定めると,  かつ  (  は全射)になることに⼀般化される. 証明しておこう.

ℚ[𝑥] 𝐷 : ℚ[𝑥] → ℚ[𝑥]

𝐷𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥 − 1) (𝑓(𝑥) ∈ ℚ[𝑥])

Ker𝐷 = ℚ Im𝐷 = ℚ[𝑥] 𝐷

https://twitter.com/piyopiyo1229
https://twitter.com/piyopiyo1229
https://twitter.com/piyopiyo1229/status/1052534499169394688
https://twitter.com/piyopiyo1229/status/1052534499169394688


証明:  であるとする.  ならば  となるので .  ならば  は 
次以上になり,  の次数を  と書き, 最⾼次の項を  と書くと,  の最⾼次の項は  の最⾼次の
項  になるので, . ゆえに,  である.

 の全射性を⽰そう.  次以下の  の元全体のなす  の部分空間を  と書くことにする. 前段楽の議
論によって,  となることがわかる.  であることを⽰せば  が全射であることがわか
るので, それを⽰したい. 線形代数における次元定理より,  とな
る． ゆえに . 

この証明より,  の  (定数項のない  の元全体のなす  の部分空間) への制限が  への全単射を定めることもわか
る. 特に  次の多項式  で  と  を満たすものが唯⼀存在すること
がわかる. この  が上の証明中の  である.

このように線形代数の抽象的な議論を使いこなすことができれば, 具体的な計算抜きに欲しい  の唯⼀存在をシンプルな議
論で⽰せる. もちろん, その具体形を求めたい場合には具体的な計算に関わる議論が必要になってしまうが, 欲しいものの存在と
⼀意性が論理的に確定していれば, 具体形を求める議論では存在と⼀意性を⾃由に⽤いる相対的に楽な⽅法を採⽤し易くなる.

𝑓(𝑥) ∈ ℚ[𝑥] 𝑓(𝑥) ∈ ℚ 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥 − 1) 𝐷𝑓(𝑥) = 0 𝑓(𝑥) ∉ ℚ 𝑓(𝑥) 1
𝑓(𝑥) 𝑛 ≧ 1 𝑎𝑥𝑛 𝐷𝑓(𝑥) 𝑎 − 𝑎(𝑥 − 1𝑥𝑛 )𝑛

𝑎𝑛 ≠ 0𝑥𝑛−1 𝐷𝑓(𝑥) ≠ 0 Ker𝐷 = ℚ

𝐷 : ℚ[𝑥] → ℚ[𝑥] 𝑛 𝑄[𝑥] ℚ[𝑥] 𝑉𝑛
𝐷 ⊂𝑉𝑛 𝑉𝑛−1 𝐷 =𝑉𝑛 𝑉𝑛−1 𝐷 : ℚ[𝑥] → ℚ[𝑥]

dim𝐷 = dim − Ker𝐷 = (𝑛 + 1) − 1 = 𝑛 = dim𝑉𝑛 𝑉𝑛 𝑉𝑛−1
𝐷 =𝑉𝑛 𝑉𝑛−1 □

𝐷 𝑥𝑉𝑘 𝑉𝑘∗1 𝑉𝑘+1 𝑉𝑘
𝑘 + 1 𝑓(𝑥) ∈ ℚ[𝑥] 𝑓(0) = 0 𝐷𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥 − 1) = 𝑥𝑘

𝑓(𝑥) 𝑓(𝑥)

𝑓(𝑥)

□

定理: べき乗和を表す多項式  は以下を満たしている.

(1)  は ,  という条件で⼀意的に特徴付けられ, その次数は  であり, その最⾼次
の係数は  になる.

(2)  ならば  となり,  は  で割り切れる.

(3)  ならば .

(4)  が2以上の偶数ならば  となり,  は  で割り切れる.

(5) .

(6)  が3以上の奇数ならば  となり,  は  で割り切れる.

証明: (1)はすでに証明されている.

(2)  のとき,  で  とおくと,  が得られる. そのとき,  は  で割り切
れ,  より  でも割り切れる.

(3)  の  に  を代⼊すると, . これは
,  と書き直される.

 のとき,  で  とおくと  となる. ゆえに,  は  を
⼀意的に特徴付ける条件を満たしているので,  となることがわかる.

(4)  は2以上の偶数であると仮定する. このとき, (3)より  となる. ゆえに  とおくと
 が得られる. そのとき  は  で割り切れ, (2)より  でも割り切れる.

(5)は(3)からただちに得られる.

(6)  は3以上の奇数であると仮定する. このとき, (5)より  となり, 特に  が得られ
る.  の両辺を微分すると  なので, 特に  が得らえる.
それらより,  が得られる.  と合わせると,  は  と  で割り切れるこ
とがわかる. 

(𝑥)𝑆𝑘

(𝑥)𝑆𝑘 (0) = 0𝑆𝑘 (𝑥) = (𝑥 − 1) +𝑆𝑘 𝑆𝑘 𝑥𝑘 𝑘 + 1
1/(𝑘 + 1)

𝑘 ≧ 1 (−1) = 0𝑆𝑘 (𝑥)𝑆𝑘 𝑥(𝑥 + 1)

𝑘 ≧ 1 (𝑥) = (−1 (−1 − 𝑥)𝑆𝑘 )𝑘+1𝑆𝑘

𝑘 (−1/2) = 0𝑆𝑘 (𝑥)𝑆𝑘 𝑥(𝑥 + 1)(2𝑥 + 1)

(𝑥) = (−1 (−1 − 𝑥)𝑆′𝑘 )𝑘𝑆′𝑘

𝑘 (0) = (−1) = 0𝑆′𝑘 𝑆′𝑘 (𝑥)𝑆𝑘 (𝑥 + 1𝑥2 )2

𝑘 ≧ 1 (𝑥) = (𝑥 − 1) +𝑆𝑘 𝑆𝑘 𝑥𝑘 𝑥 = 0 0 = (−1)𝑆𝑘 (𝑥)𝑆𝑘 𝑥 + 1
(0) = 0𝑆𝑘 𝑥

(𝑥) = (𝑥 − 1) +𝑆𝑘 𝑆𝑘 𝑥𝑘 𝑥 −𝑥 (−𝑥) = (−𝑥 − 1) + (−1𝑆𝑘 𝑆𝑘 )𝑘𝑥𝑘
− (−𝑥 − 1) = − (−1 − (𝑥 − 1)) + (−1𝑆𝑘 𝑆𝑘 )𝑘𝑥𝑘 (−1 (−𝑥 − 1) = (−1 (−1 − (𝑥 − 1)) +)𝑘+1𝑆𝑘 )𝑘+1𝑆𝑘 𝑥𝑘

𝑘 ≧ 1 (−1 − 𝑥)𝑆𝑘 𝑥 = 0 (−1 − 0) = (−1) = 0𝑆𝑘 𝑆𝑘 (−1 (−1 − 𝑥))𝑘+1𝑆𝑘 (𝑥)𝑆𝑘

(−1 (−1 − 𝑥) = (𝑥))𝑘+1𝑆𝑘 𝑆𝑘

𝑘 (𝑥) = − (−1 − 𝑥)𝑆𝑘 𝑆𝑘 𝑥 = −1/2
(−1/2) = 0𝑆𝑘 (𝑥)𝑆𝑘 2𝑥 + 1 𝑥(𝑥 + 1)

𝑘 (𝑥) = − (−1 − 𝑥)𝑆′𝑘 𝑆′𝑘 (0) = − (−1)𝑆′𝑘 𝑆′𝑘
(𝑥) = (𝑥 − 1) +𝑆𝑘 𝑆𝑘 𝑥𝑘 (𝑥) = (𝑥 − 1) + 𝑘𝑆′𝑘 𝑆′𝑘 𝑥𝑘−1 (0) = (−1)𝑆′𝑘 𝑆′𝑘

(0) = (−1) = 0𝑆′𝑘 𝑆′𝑘 (0) = (−1) = 0𝑆𝑘 𝑆𝑘 (𝑥)𝑆𝑘 𝑥2 (𝑥 + 1)2
□

3.4  第2種Stirling数とべき乗和
以下の内容については https://twitter.com/genkuroki/status/1052837557732433921
(https://twitter.com/genkuroki/status/1052837557732433921) も参照せよ.

集合  を空でない  個の部分集合への分割(  分割)の個数を第2種Stirling数と呼び,  と書くことにする. 集合

 の  分割は,  の  分割と  で構成された分割と  の  分割中の 
個の部分集合のどれかに  を付け加えてできる分割のどちらかになるので,

を満たしている. この漸化式と  によって第2種Stirling数は⼀意的に特徴付けられる.

{1, 2,… , 𝑛} 𝑘 𝑘 { }
𝑛

𝑘

{1, 2,… , 𝑛, 𝑛 + 1} 𝑘 {1, 2,… , 𝑛} 𝑘 − 1 {𝑛 + 1} {1, 2,… , 𝑛} 𝑘 𝑘

𝑛 + 1

{ } = { } + 𝑘{ }
𝑛 + 1
𝑘

𝑛

𝑘 − 1
𝑛

𝑘

{ } =0
𝑘

𝛿𝑘0

例: ,  の場合. 集合  の2分割全体は𝑛 = 4 𝑘 = 2 {1, 2, 3, 4}

{{1}, {2, 3, 4}}, {{2}, {1, 3, 4}}, {{3}, {1, 2, 4}}, {{4}, {1, 2, 3}},
{{1, 2} {3, 4}}, {{1, 3} {2, 4}}, {{1, 4} {2, 3}}.

https://twitter.com/genkuroki/status/1052837557732433921
https://twitter.com/genkuroki/status/1052837557732433921


である. ゆえに  である.

集合  の1分割は  しか存在しないので .  の1分割に  を追加すれば  の2

分割  が得られる.

集合  の2分割全体は , ,  なので . 集合  の2分割のどれか

の元に  を追加して得られる  の2分割の全体は

の6通りになる.

以上の  通りで  の2分割の全体が尽くされている. 

{ } = 74
2

{1, 2, 3} {{1, 2, 3}} { } = 13
1

{1, 2, 3} {4} {1, 2, 3, 4}

{{4}, {1, 2, 3}}

{1, 2, 3} {{1}, {2, 3}} {{2}, {1, 3}} {{3}, {1, 2}} { } = 33
2

{1, 2, 3}

4 {1, 2, 3, 4}

{{1}, {2, 3, 4}}, {{2}, {1, 3, 4}}, {{3}, {1, 2, 4}},
{{1, 2} {3, 4}}, {{1, 3} {2, 4}}, {{1, 4} {2, 3}}.

1 + 6 = 7 {1, 2, 3, 4} □

定理:  とおく. 微分作⽤素  の  乗は以下のように表わされる:

証明:  に関する数学的帰納法.  のとき  より( )は成⽴している.  について( )が成⽴していると仮定する.

このとき

これで  が  の場合にも( )が成⽴することがわかった. 

注意: 上の定理の公式は帰納法によらずに「項と  分割の⼀対⼀対応」を構成することによっても証明可能である.

https://twitter.com/genkuroki/status/1052837562342027264 (https://twitter.com/genkuroki/status/1052837562342027264)

に簡単な説明がある. 

∂ = 𝑑/𝑑𝑥 𝑥∂ 𝑛

(𝑥∂ = { } .)𝑛 ∑
𝑘=0

𝑛
𝑛

𝑘
𝑥𝑘∂𝑘 (∗)

𝑛 𝑛 = 1 { } =1
𝑘

𝛿𝑘1 ∗ 𝑛 ∗

(𝑥∂)𝑛+1 = { }𝑥∂ = { }( + 𝑘 )∑
𝑘=0

𝑛
𝑛

𝑘
𝑥𝑘∂𝑘 ∑

𝑘=0

𝑛
𝑛

𝑘
𝑥𝑘+1∂𝑘+1 𝑥𝑘∂𝑘

= { } + 𝑘{ }∑
𝑙=1

𝑛+1
𝑛

𝑙 − 1
𝑥𝑙∂𝑙 ∑

𝑘=0

𝑛
𝑛

𝑘
𝑥𝑘∂𝑘

= ({ } + 𝑘{ }) = { } .∑
𝑘=0

𝑛+1
𝑛

𝑘 − 1
𝑛

𝑘
𝑥𝑘∂𝑘 ∑

𝑘=0

𝑛+1
𝑛 + 1
𝑘

𝑥𝑘∂𝑘

𝑛 𝑛 + 1 ∗ □

𝑘

□

系: 次が成⽴している:

証明:  に上の定理の公式の両辺を作⽤させ, さらに両辺を  で割ればこの公式が得られる. 

= { }𝑎(𝑎 − 1)⋯ (𝑎 − 𝑘 + 1).𝑎𝑛 ∑
𝑘=0

𝑛
𝑛

𝑘

𝑥𝑎 𝑥𝑎 □

別証明: 微分作⽤素に関する上の定理の公式を使わずに, 組合せ論的に上の系を証明しておこう.

系の公式の両辺は  について多項式なので  が0以上の整数の場合に証明すれば⼗分である. 以下では  は0以上の整数である
と仮定する.

左辺の  は写像  全体の個数に等しい.

右辺の第  項の因⼦の第2種Stirling数  は集合  の  分割全体の個数に等しい.

集合  の  分割  (  は集合  の互いに交わらない空でない  個の部分集合の集合で和集合が全体の
 に⼀致するもの)が与えられたとき, 右辺の第  項の因⼦  は単射 

全体の個数に等しい.

像の元の個数がちょうど  個の写像  に対して, 集合  の  分割  が

によって定まり, 単射  が

𝑎 𝑎 𝑎

𝑎𝑛 𝑓 : {1, 2,… , 𝑛} → {1, 2,… , 𝑎}

𝑘 { }
𝑛

𝑘
{1, 2,… , 𝑛} 𝑘

{1, 2,… , 𝑛} 𝑘 𝑃 𝑃 {1, 2,… , 𝑛} 𝑘

{1, 2,… , 𝑛} 𝑘 𝑎(𝑎 − 1)⋯ (𝑎 − 𝑘 + 1) 𝜑 : 𝑃 → {1, 2,… , 𝑘}

𝑘 𝑓 : {1, 2,… , 𝑛} → {1, 2,… , 𝑎} {1, 2,… , 𝑛} 𝑘 𝑃

𝑃 = { (𝑖) ∣ 𝑖 ∈ {1, 2,… , 𝑎}, (𝑖) ≠ ∅ }𝑓−1 𝑓−1

𝜑 : 𝑃 → {1, 2,… , 𝑎}

https://twitter.com/genkuroki/status/1052837562342027264
https://twitter.com/genkuroki/status/1052837562342027264


と定まる. 逆にこのような  と  から写像  が⼀意に定まる.

ゆえに, 右辺の第  項  は像の元の個数が  であるような任意の写像

 全体の個数に等しい.

以上から上の系の公式

が成⽴することがわかる. 

𝜑( (𝑖)) = 𝑖 (𝑖 ∈ {1, 2,… , 𝑎}, (𝑖) ≠ ∅)𝑓−1 𝑓−1

𝑃 𝜑 𝑓 : {1, 2,… , 𝑛} → {1, 2,… , 𝑎}

𝑘 { }𝑎(𝑎 − 1)⋯ (𝑎 − 𝑘 + 1)𝑛

𝑘
𝑘

𝑓 : {1, 2,… , 𝑛} → {1, 2,… , 𝑎}

= { }𝑎(𝑎 − 1)⋯ (𝑎 − 𝑘 + 1).𝑎𝑛 ∑
𝑘=0

𝑛
𝑛

𝑘

□

注意: 要するに上の系の公式

は, 写像  の全体の集合が,  に関する

像の元の個数がちょうど  個の写像  全体の集合

達に分割されることから得られる. 

= { }𝑎(𝑎 − 1)⋯ (𝑎 − 𝑘 + 1).𝑎𝑛 ∑
𝑘=0

𝑛
𝑛

𝑘

𝑓 : {1, 2,… , 𝑛} → {1, 2,… , 𝑎} 𝑘 = 0, 1,… , 𝑛

𝑘 𝑓 : {1, 2,… , 𝑛} → {1, 2,… , 𝑎}

□

べき乗和の第2種Stirling数による表⽰: ,  (  個の因⼦の積達)と
 (  個の因⼦の積)ついて

これの両辺を  について⾜し上げて, 全体を  で割ると,

したがって, 上の系の公式を書き直した

を  について⾜し上げると,

左辺は  のとき  に⼀致し,  のとき  に⼀致する.  であることに注意せよ. 

(𝑎 + 1)𝑎⋯(𝑎 − 𝑟 + 1) 𝑎(𝑎 − 1)⋯ (𝑎 − 𝑟) 𝑟 + 1
𝑎(𝑎 − 1)⋯ (𝑎 − 𝑟 + 1) 𝑟

(𝑎 + 1)𝑎⋯(𝑎 − 𝑟 + 1) − 𝑎(𝑎 − 1)⋯ (𝑎 − 𝑟) = (𝑟 + 1)𝑎(𝑎 − 1)⋯ (𝑎 − 𝑟 + 1).

𝑎 = 𝑛, 𝑛 − 1,… , 1, 0 𝑟 + 1

= 𝑎(𝑎 − 1)⋯ (𝑎 − 𝑟 + 1).(𝑛 + 1)𝑛(𝑛 − 1)⋯ (𝑛 − 𝑟 + 1)
𝑟 + 1 ∑

𝑎=0

𝑛

= { }𝑎(𝑎 − 1)⋯ (𝑎 − 𝑟 + 1)𝑎𝑘 ∑
𝑟=0

𝑘
𝑘

𝑟

𝑎 = 0, 1, 2,… , 𝑛

= { } .∑
𝑎=0

𝑛

𝑎𝑘 ∑
𝑟=0

𝑘
𝑘

𝑟

(𝑛 + 1)𝑛(𝑛 − 1)⋯ (𝑛 − 𝑟 + 1)
𝑟 + 1

𝑘 = 0 1 + (𝑛) = 𝑛 + 1𝑆0 𝑘 ≧ 1 (𝑛)𝑆𝑘 { } =𝑘

0
𝛿𝑘0 □

注意: 第2種Stirling数は次の⺟函数表⽰を持つ:

このことは  に  を作⽤させると,

となり, 上の定理の公式より,

となることからわかる. 

exp(𝑥( − 1)) = { } .𝑒𝑡 ∑
𝑛=0

∞

∑
𝑘=0

𝑛
𝑛

𝑘
𝑥𝑘

𝑡𝑛

𝑛!

exp(𝑥) exp(𝑡𝑥∂)

exp(𝑡𝑥∂) exp(𝑥) = exp(𝑥 )𝑒𝑡

exp(𝑡𝑥∂) exp(𝑥) = (𝑥∂ exp(𝑥)∑
𝑛=0

∞

)𝑛 𝑡𝑛

𝑛!

= { } exp(𝑥) = exp(𝑥) { }∑
𝑛=0

∞

∑
𝑘=0

𝑛
𝑛

𝑘
𝑥𝑘∂𝑘 𝑡𝑛

𝑛! ∑
𝑛=0

∞

∑
𝑘=0

𝑛
𝑛

𝑘
𝑥𝑘

𝑡𝑛

𝑛!

□



In [29]: 

In [30]: 

3.5  第2種Stirling数の⼆項係数を⽤いた表⽰
定理: 次の公式が成⽴している:

𝑘!{ } = (−1 ( ) .𝑛

𝑘 ∑
𝑎=0

𝑘

)𝑘−𝑎 𝑘

𝑎
𝑎𝑛

証明:  とおき,  とおく.  は多項式  に  と作⽤する.

 に⼆項定理を適⽤すると,

∂ = ∂/∂𝑥 Δ = − 1𝑒∂ Δ 𝑓(𝑥) Δ𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥 + 1) − 𝑓(𝑥)

= ( − 1Δ𝑘 𝑒∂ )𝑘

1 = 𝑛 + 1∑𝑛
𝑎=0

𝑎 =∑𝑛
𝑎=0

𝑛(𝑛+1)
2

𝑎 (𝑎 − 1) =∑𝑛
𝑎=0

𝑛(𝑛−1)(𝑛+1)
3

𝑎 (𝑎 − 2) (𝑎 − 1) =∑𝑛
𝑎=0

𝑛(𝑛−2)(𝑛−1)(𝑛+1)
4

𝑎 (𝑎 − 3) (𝑎 − 2) (𝑎 − 1) =∑𝑛
𝑎=0

𝑛(𝑛−3)(𝑛−2)(𝑛−1)(𝑛+1)
5

= 𝑛 + 1∑𝑛
𝑗=0 𝑗

0

=∑𝑛
𝑗=0 𝑗

1 𝑛(𝑛+1)
2

=∑𝑛
𝑗=0 𝑗

2 𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)
6

=∑𝑛
𝑗=0 𝑗

3 𝑛2(𝑛+1)2

4

=∑𝑛
𝑗=0 𝑗

4 𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)(3 +3𝑛−1)𝑛2

30

=∑𝑛
𝑗=0 𝑗

5 (2 +2𝑛−1)𝑛2(𝑛+1)2 𝑛2

12

=∑𝑛
𝑗=0 𝑗

6 𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)(3 +6 −3𝑛+1)𝑛4 𝑛3

42

=∑𝑛
𝑗=0 𝑗

7 (3 +6 − −4𝑛+2)𝑛2(𝑛+1)2 𝑛4 𝑛3 𝑛2

24

=∑𝑛
𝑗=0 𝑗

8 𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)(5 +15 +5 −15 − +9𝑛−3)𝑛6 𝑛5 𝑛4 𝑛3 𝑛2

90

=∑𝑛
𝑗=0 𝑗

9 ( +𝑛−1)(2 +4 − −3𝑛+3)𝑛2(𝑛+1)2 𝑛2 𝑛4 𝑛3 𝑛2

20

=∑𝑛
𝑗=0 𝑗

10 𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)( +𝑛−1)(3 +9 +2 −11 +3 +10𝑛−5)𝑛2 𝑛6 𝑛5 𝑛4 𝑛3 𝑛2

66

=∑𝑛
𝑗=0 𝑗

11 (2 +8 +4 −16 −5 +26 −3 −20𝑛+10)𝑛2(𝑛+1)2 𝑛8 𝑛7 𝑛6 𝑛5 𝑛4 𝑛3 𝑛2

24

=∑𝑛
𝑗=0 𝑗

12 𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)(105 +525 +525 −1050 −1190 +2310 +1420 −3285 −287 +2073𝑛−691)𝑛10 𝑛9 𝑛8 𝑛7 𝑛6 𝑛5 𝑛4 𝑛3 𝑛2

2730

# a(a-1)…(a-r+1) の和
 
a = symbols("a", integer=true)
n = symbols("n", integer=true, positive=true)
ff(a,r) = iszero(r) ? typeof(a)(1) : prod(a-i for i in 0:r-1)
 
for r in 0:4
    s = sympy.Sum(ff(a,r), (a,0,n))
    latexstring(sympy.latex(s), "=", sympy.latex(s.doit().factor())) �� display
end

# Σ_{a=0}^n a^k を a(a-1)…(a-r+1) の和に帰着する方法で計算
 
stirlingsecond(n,k) = sympy.functions.combinatorial.numbers.stirling(n, k, kind=2)
n = symbols("n", integer=true, positive=true)
SSS(k,n) = expand(sum(stirlingsecond(k,r)*ff(n+1, r+1)/(r+1) for r in 0:k))
 
for k in 0:12
    latexstring(raw"\sum_{j=0}^n", "j^{$k} =", sympy.latex(factor(SSS(k,n)))) �� display
end

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

1
2
3
4
5
6
7
8
9



特に,

前節で⽰した第2種Stirling数の⺟函数表⽰

を使おう. この公式中の  を  で置き換え,  に  を代⼊すると,

これの両辺を  に作⽤させると,

 の係数を⽐較すると,

したがって,

特に  とおけば

𝑓(𝑥) = (−1 ( ) 𝑓(𝑥) = (−1 ( )𝑓(𝑥 + 𝑎).Δ𝑘

∑
𝑎=0

𝑘

)𝑘−𝑎 𝑘

𝑎
𝑒𝑎∂ ∑

𝑎=0

𝑘

)𝑘−𝑎 𝑘

𝑎

= (−1 ( )(𝑥 + 𝑎 .Δ𝑘𝑥𝑛 ∑
𝑎=0

𝑘

)𝑘−𝑎 𝑘

𝑎
)𝑛

exp(𝑥( − 1)) = { } = 𝑘! { }𝑒𝑡 ∑
𝑚=0

∞

∑
𝑘=0

𝑚
𝑚

𝑘
𝑥𝑘

𝑡𝑚

𝑚! ∑
𝑘=0

∞
𝑥𝑘

𝑘! ∑
𝑚=𝑘

∞
𝑚

𝑘

𝑡𝑚

𝑚!

𝑥 𝑧 𝑡 ∂

exp(𝑧Δ) = = 𝑘! { } .∑
𝑘=0

∞
𝑧𝑘

𝑘!
Δ𝑘

∑
𝑘=0

∞
𝑥𝑘

𝑘! ∑
𝑚=𝑘

∞
𝑚

𝑘

∂𝑚

𝑚!

𝑥𝑛

= 𝑘! { }( ) .∑
𝑘=0

𝑛
𝑧𝑘

𝑘!
Δ𝑘𝑥𝑛 ∑

𝑘=0

𝑛
𝑧𝑘

𝑘! ∑
𝑚=𝑘

𝑛
𝑚

𝑘

𝑛

𝑚
𝑥𝑛−𝑚

/𝑘!𝑧𝑘

= 𝑘! { }( ) .Δ𝑘𝑥𝑛 ∑
𝑚=𝑘

𝑛
𝑚

𝑘

𝑛

𝑚
𝑥𝑛−𝑚

= (−1 ( )(𝑥 + 𝑎 = 𝑘! { }( ) .Δ𝑘𝑥𝑛 ∑
𝑎=0

𝑘

)𝑘−𝑎 𝑘

𝑎
)𝑛 ∑

𝑚=𝑘

𝑛
𝑚

𝑘

𝑛

𝑚
𝑥𝑛−𝑚

𝑥 = 0

(−1 ( ) = 𝑘!{ }.∑
𝑎=0

𝑘

)𝑘−𝑎 𝑘

𝑎
𝑎𝑛

𝑛

𝑘

別証明: 前節の系の別証明と似た組合せ論的⽅法で証明しよう.

全射  から, 集合  の  分割  が

と得られ, 全単射  が

と得られる. 逆にこのような  と  から  が⼀意的に定まる.

集合  の  分割  全体の個数は  で, 各  ごとに全単射  全体の個数は  個なので,

全射  全体の個数は  に等しい.

写像  全体の集合を  と書く.

各  に対して,  の部分集合  を次のように定める:

このとき, 有限集合  の元の個数を  と書くことにすると,  について
 となる(  の場合には  ならば  になり,  ならば  になる).

したがって,

包除原理 (https://ja.wikipedia.org/wiki/%E5%8C%85%E9%99%A4%E5%8E%9F%E7%90%86) (inclusion–exclusion
principle (https://en.wikipedia.org/wiki/Inclusion%E2%80%93exclusion_principle))

より, 単射でない写像  全体の集合  の元の個数は次のように表される:

𝑔 : {1, 2,… , 𝑛} → {1, 2,… , 𝑘} {1, 2,… , 𝑛} 𝑘 𝑃

𝑃 = { (𝑖) ∣ 𝑖 ∈ {1, 2,… , 𝑘} }𝑔−1

𝜓 : 𝑃 → {1, 2,… , 𝑘}

𝜓( (𝑖)) = 𝑖 (𝑖 ∈ {1, 2,… , 𝑘})𝑔−1

𝑃 𝜓 𝑔

{1, 2,… , 𝑛} 𝑘 𝑃 { }
𝑛

𝑘
𝑃 𝜓 : 𝑃 → {1, 2,… , 𝑘} 𝑘!

𝑔 : {1, 2,… , 𝑛} → {1, 2,… , 𝑘} 𝑘!{ }
𝑛

𝑘

𝑔 : {1, 2,… , 𝑛} → {1, 2,… , 𝑘} 𝑌

𝑖 ∈ {1, 2,… , 𝑘} 𝑌 𝑌𝑖

= { 𝑔 : {1, 2,… , 𝑛} → {1, 2,… , 𝑘} ∣ 𝑔({1, 2,… , 𝑛}) ∌ 𝑖 }.𝑌𝑖

𝐴 |𝐴| 1 ≤ < < ⋯ < ≤ 𝑘𝑖1 𝑖2 𝑖𝑟
| ∩ ∩ ⋯ ∩ | = (𝑘 − 𝑟𝑌𝑖1 𝑌𝑖2 𝑌𝑖𝑟 )𝑛 𝑟 = 𝑘 𝑛 = 0 1 𝑛 > 0 0

𝑔 : {1, 2,… , 𝑛} → {1, 2,… , 𝑘} ∪ ∪ ⋯ ∪𝑌1 𝑌2 𝑌𝑘

https://ja.wikipedia.org/wiki/%E5%8C%85%E9%99%A4%E5%8E%9F%E7%90%86
https://ja.wikipedia.org/wiki/%E5%8C%85%E9%99%A4%E5%8E%9F%E7%90%86
https://en.wikipedia.org/wiki/Inclusion%E2%80%93exclusion_principle
https://en.wikipedia.org/wiki/Inclusion%E2%80%93exclusion_principle
https://en.wikipedia.org/wiki/Inclusion%E2%80%93exclusion_principle


最後の等号で  とおいた.

したがって, 全射  全体の個数  は次のように表される:

これが⽰したいことであった

| ∪ ∪ ⋯ ∪ |𝑌1 𝑌2 𝑌𝑘

= | | − | ∩ | + ⋯ + (−1 | ∩ ⋯ ∩ |∑
1≤ ≤𝑘𝑖1

𝑌𝑖1 ∑
1≤ < ≤𝑘𝑖1 𝑖2

𝑌𝑖1 𝑌𝑖2 )𝑘−1 ∑
1≤ <⋯< ≤𝑘𝑖1 𝑖𝑘

𝑌𝑖1 𝑌𝑖𝑘

= ( )(𝑘 − 1 − ( )(𝑘 − 2 + ⋯ + (−1 ( )(𝑘 − 𝑘
𝑘

1
)𝑛 𝑘

2
)𝑛 )𝑘−1 𝑘

𝑘
)𝑛

= (−1 ( )(𝑘 − 𝑟∑
𝑟=1

𝑘

)𝑟−1 𝑘

𝑟
)𝑛

= (−1 ( ) .∑
𝑎=0

𝑘−1

)𝑘−𝑎−1 𝑘

𝑎
𝑎𝑛

𝑟 = 𝑘 − 𝑎

𝑔 : {1, 2,… , 𝑛} → {1, 2,… , 𝑘} 𝑘!{ }
𝑛

𝑘

𝑘!{ } = − (−1 ( ) = + (−1 ( ) = (−1 ( ) .𝑛

𝑘
𝑘𝑛 ∑

𝑎=0

𝑘−1

)𝑘−𝑎−1 𝑘

𝑎
𝑎𝑛 𝑘𝑛 ∑

𝑎=0

𝑘−1

)𝑘−𝑎 𝑘

𝑎
𝑎𝑛 ∑

𝑎=0

𝑘

)𝑘−𝑎 𝑘

𝑎
𝑎𝑛

□
注意: 要するに上の定理の公式

は, 全射  の全体の集合の補集合が  に関する

像が  を含まない写像  全体の集合

達の和集合になっていることに包除原理を適⽤すれば得られる. 

𝑘!{ } = (−1 ( ) .𝑛

𝑘 ∑
𝑎=0

𝑘

)𝑘−𝑎 𝑘

𝑎
𝑎𝑛

𝑔 : {1, 2,… , 𝑛} → {1, 2,… , 𝑎} 𝑘 = 0, 1,… , 𝑛

𝑖 𝑔 : {1, 2,… , 𝑛} → {1, 2,… , 𝑎}

□

3.6  第2種Stirling数とBernoulli数の関係
Bernoulli数(正確にはBernoulli多項式  の  での値)を第2種Stirling数で表す公式が知られている:

そしてさらに, ⼆項係数がPascalの三⾓形で計算できるのと同様に, Akiyama-Tanigawa法によって, Bernoulli数を計算できるこ
とを⽰せる. そのことは,  ( ) から  ( ) を帰納的に

によって定めると,

が成⽴することからわかる.  のとき  となる.

以上の結果の証明については次の論⽂を参照せよ.

Masanobu Kaneko. The Akiyama-Tanigawa algorithm for Bernoulli numbers. Journal of Integer Sequences, Vol. 3 (2000),
Article 00.2.9. Google Scholar (https://scholar.google.com/scholar?cluster=247561690595205390)

(𝑥)𝐵𝑛 𝑥 = 1

(1) = (−1 𝑚!{ } .𝐵𝑛 ∑
𝑚=0

∞

)𝑚 𝑛 + 1
𝑚 + 1

1
𝑚 + 1

𝑎0𝑚 𝑚 = 0, 1, 2,… 𝑎𝑛𝑚 𝑛 ≧ 1

= (𝑚 + 1)( − )𝑎𝑛+1,𝑚 𝑎𝑛𝑚 𝑎𝑛,𝑚+1

= (−1 𝑚!{ }𝑎𝑛0 ∑
𝑚=0

∞

)𝑚 𝑛 + 1
𝑚 + 1

𝑎0𝑚

= 1/(𝑚 + 1)𝑎0𝑚 = (1)𝑎𝑛0 𝐵𝑛

https://scholar.google.com/scholar?cluster=247561690595205390
https://scholar.google.com/scholar?cluster=247561690595205390


In [31]: 

以上の第  ⾏⽬が  である. 隣り合った  と  の差を取り,  倍したものが  になっている.
例えば, 2⾏⽬の  と  の差  の3倍が3⾏⽬の  になっている. そのように計算した結果の左端の 
が  に⼀致していることを, 以下のセルの計算結果と⽐較するとわかる.

𝑛 + 1 , ,… ,𝑎𝑛0 𝑎𝑛1 𝑎𝑛𝑚 𝑎𝑛,𝑚+1 𝑚 + 1 𝑎𝑛+1,𝑚
= 1/4𝑎12 = 1/5𝑎13 1/20 3/20 𝑎𝑛0

(1)𝐵𝑛
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1
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28
495

1
9
1
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9
110

1
10
1
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1
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Out[32]: 11-element Vector{Sym{PyCall.PyObject}}:
     1
   1/2
   1/6
     0
 -1/30
     0
  1/42
     0
 -1/30
     0
  5/66

struct AkiyamaTanigawa{T,S<:Integer}
    a��Array{T,2}
    N��S
end
 
Base.length(AT��AkiyamaTanigawa) = AT.N
 
function AkiyamaTanigawa(a0��AbstractArray{T,1}) where T
    N = size(a0,1)
    a = zeros(eltype(a0), N, N)
    a[0+1,:] = a0
    for n in 0:N-2
        for m in 0:N-n-2
            a[(n+1)+1,m+1] = (m+1) * (a[n+1, m+1] - a[n+1, (m+1)+1])
        end
    end
    AkiyamaTanigawa(a, N)
end
 
function displayAT(AT��AkiyamaTanigawa)
    N = length(AT)
    s = raw"\begin{matrix}" * "\n"
    for n in 0:N-1
        s *= prod(x * raw"&" for x in @.(string(sympy.latex(Sym(AT.a[n+1,1:N-n])))))
        s = replace(s, r"&$"��"")
        s *= "& "^n * raw"\\\\" * "\n"
    end
    s *= raw"\end{matrix}" * "\n"
    l = latexstring(raw"\displaystyle", s)
    display(l)
end
 
L = 10
a0 = 1 .// collect(1:L+1)
AT = AkiyamaTanigawa(a0)
displayAT(AT)

[B(n,1) for n in 0:L]
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3.7  べき乗和とHurwitzのゼータ函数の関係
,  に対して, Hurwitz(フルヴィッツ)のゼータ函数  が

によって定義される. これは形式的には  とおくと,

と書け, さらに,  に対して, 形式的には

なので, 特に

この公式はHurwitzのゼータ函数の解析接続によって論理的に正当化される.

⼀⽅, ガンマ函数  の応⽤としてよく使われる公式

の  の場合をHurwitzのゼータ函数の定義式に代⼊して, 無限和と積分の順序を交換して, 等⽐級数の和
の公式を使うと,

このようにして, ⾃然にBernoulli多項式に  を代⼊したものの⺟函数

が出て来る. この結果はべき乗和を無限和に拡張して得られるHurwitzのゼータ函数の中に⾃然にBernoulli多項式の⺟函数が現わ
れることを意味している. さらに,  から  までの積分を  から  までの積分と  から  までの積分の和に分解し,  から 

までの積分の中の  の⺟函数  をそれから  を引いて⾜したもので置き換え, ⾜した分から

得らえる項を  から  まで積分することによって, 次が得られる:

この公式の右辺は ,  で意味を持ち, そこへの  の解析接続を与える. ,  のとき
 とすることによって,

ここで  および  より

となること(これは  で  になる)を使った(  の分⺟の  と  の分⼦の  がキャンセルするこ
とに注意せよ). この結果を使っても, べき乗和をBernoulli多項式で表す公式

𝑠 > 1 𝑥 ≠ 0, −1, −2,… 𝜁(𝑠, 𝑥)

𝜁(𝑠, 𝑥) = = + + + ⋯∑
𝑘=0

∞ 1
(𝑥 + 𝑘)𝑠

1
𝑥𝑠

1
(𝑥 + 1)𝑠

1
(𝑥 + 2)𝑠

𝑠 = −𝑚

𝜁(−𝑚, 𝑥) = + (𝑥 + 1 + (𝑥 + 2 + ⋯ .𝑥𝑚 )𝑚 )𝑚

𝑚 = 0, 1, 2,…

𝜁(−𝑚, 𝑥) − 𝜁(−𝑚, 𝑥 + 𝑛) = ( + ⋯ + (𝑥 + 𝑛 − 1 + (𝑥 + 𝑛 + (𝑥 + 𝑛 + 1 + ⋯)𝑥𝑚 )𝑚 )𝑚 )𝑚

− ((𝑥 + 𝑛 + (𝑥 + 𝑛 + 1 + ⋯))𝑚 )𝑚

= + (𝑥 + 1 + ⋯ + (𝑥 + 𝑛 − 1𝑥
𝑚 )𝑚 )𝑚

𝜁(−𝑚, 1) − 𝜁(−𝑚, 𝑛 + 1) = + + ⋯ + = (𝑛).1𝑚 2𝑚 𝑛𝑚 𝑆𝑚

Γ(𝑠) = 𝑑𝑥∫ ∞0 𝑒−𝑡𝑥𝑠−1

= 𝑑𝑡
1
𝑎𝑠

1
Γ(𝑠) ∫

∞

0
𝑒−𝑎𝑡 𝑡𝑠−1

𝑎 = 𝑥, 𝑥 + 1, 𝑥 + 2,…

𝜁(𝑠, 𝑥) = 𝑑𝑡
1
Γ(𝑠)∑

𝑘=0

∞

∫
∞

0
𝑒−(𝑥+𝑘)𝑡 𝑡𝑠−1

= 𝑑𝑡
1
Γ(𝑠) ∫

∞

0

𝑒−𝑥𝑡

1 − 𝑒−𝑡
𝑡𝑠−1

= 𝑑𝑡.1
Γ(𝑠) ∫

∞

0

𝑡𝑒(1−𝑥)𝑡

− 1𝑒𝑡
𝑡𝑠−2

1 − 𝑥

= (1 − 𝑥)𝑡𝑒(1−𝑥)𝑡

− 1𝑒𝑡 ∑
𝑘=0

∞

𝐵𝑘
𝑡𝑘

𝑘!

0 ∞ 0 1 1 ∞ 0 1

(1 − 𝑥)𝐵𝑘
𝑡𝑒(1−𝑥)𝑡

− 1𝑒𝑡
(1 − 𝑥)∑

𝑘=0

𝑁

𝐵𝑘
𝑡𝑘

𝑘!
0 1

𝜁(𝑠, 𝑥) = [
1
Γ(𝑠)

𝑑𝑡∫
∞

1

𝑡𝑒(1−𝑥)𝑡

− 1𝑒𝑡
𝑡𝑠−2

+
(

− (1 − 𝑥)
)

𝑑𝑡∫
1

0

𝑡𝑒(1−𝑥)𝑡

− 1𝑒𝑡 ∑
𝑘=0

𝑁

𝐵𝑘

𝑡𝑘

𝑘!
𝑡𝑠−2

+ ].∑
𝑘=0

𝑁 (1 − 𝑥)𝐵𝑘

𝑘!
1

𝑠 + 𝑘 − 1

Im 𝑠 > −𝑁 Im 𝑥 > 0 𝜁(𝑠, 𝑥) 𝑚 ∈ ℤ 0 ≦ 𝑚 < 𝑁

𝑠 → −𝑚

𝜁(−𝑚, 𝑥) = = − .(−1 (1 − 𝑥))𝑚𝐵𝑚+1

𝑚 + 1
(𝑥)𝐵𝑚+1

𝑚 + 1

(1 − 𝑥) = (−1 (𝑥)𝐵𝑘 )𝑘𝐵𝑘 Γ(𝑠 + 1) = 𝑠Γ(𝑠)

=1
Γ(𝑠)

𝑠(𝑠 + 1)⋯ (𝑠 + 𝑚)
Γ(𝑠 + 𝑚 + 1)

𝑠 → −1 0 𝑘 = 𝑚 + 1 𝑠 + 𝑚 1/Γ(𝑠) 𝑠 + 𝑚



が得られる.

以上の経路でのこの公式の証明はHurwitzのゼータ函数という解析学の対象を⽤いた分だけ難しくなっているが, Bernoulli多項式
の⺟函数がどのような形で⾃然に現われるかがよくわかる証明になっている.

べき乗和を真に理解するためにはHurwitzのゼータ函数のような解析学の対象にまで視界を広げる必要がある.

(𝑛) = 𝜁(−𝑚, 1) − 𝜁(−𝑚, 𝑛 + 1) =𝑆𝑚

(𝑛 + 1) − (1)𝐵𝑚+1 𝐵𝑚+1

𝑚 + 1

4  平⾯上の点と直線の距離
 は実数であり,  であると仮定する.

⾼校の数学の教科書には,  平⾯上の直線  と  平⾯上の点  の距離  が

と表わされることが書いてある. これは, そこに登場する様々な量の幾何学的な意味を理解していれば⾃明な公式に過ぎないこ
とを以下で説明したい.

 空間内の傾いた平⾯  を考えよう. この平⾯の傾きは  で決まっている.

定理:  空間内における  のグラフはベクトル  の⽅向が登り⽅向の傾いた平⾯になり, その⽅向の傾き

の⼤きさは  になる. すなわち, 単位ベクトル  の分だけ  をずらすと⾼さが  だけ増す.

証明:  は  を  だけずらすと,  の分だけ変化する. Cauchy-Schwarzの不等式より,

が成⽴している. ゆえに  という条件のもとでの  の最⼤値は  のと

きの  である. 

このように, ベクトル  は傾いている平⾯  の傾きの⽅向と⼤きさを記述している.

 平⾯上の点  から直線  への距離を  と書き, 点  から直線  におろした垂線
の⾜を点  と書くことにする. このとき, 点  は  からベクトル  と同じ⽅向に距離  の位置にあ
る. したがって,  の点  における値は

になる.  が  から⾒てベクトル  と同じ⽅向にあれば符号は  になり, その反対側にあれば符号は  にな
る. これより,

𝑎, 𝑏, 𝑐 (𝑎, 𝑏) ≠ (0, 0)

𝑥𝑦 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0 𝑥𝑦 (𝑋, 𝑌 ) 𝑑

𝑑 = |𝑎𝑋 + 𝑏𝑌 + 𝑐|
+𝑎2 𝑏2

⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯√

𝑥𝑦𝑧 𝑧 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 (𝑎, 𝑏)

𝑥𝑦𝑧 𝑧 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 (𝑎, 𝑏)

+𝑎2 𝑏2
⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯√ (𝑎, 𝑏)

+𝑎2 𝑏2
⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯√

(𝑥, 𝑦) +𝑎2 𝑏2
⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯√

𝑧 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 (𝑥, 𝑦) (Δ𝑥, Δ𝑦) 𝑎Δ𝑥 + 𝑏Δ𝑦

− +𝑎2 𝑏2
⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯√ (Δ𝑥 + (Δ𝑦)2 )2

⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯
√
≦ 𝑎Δ𝑥 + 𝑏Δ𝑦

≦ +𝑎2 𝑏2
⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯√ (Δ𝑥 + (Δ𝑦)2 )2

⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯
√

= 1(Δ𝑥 + (Δ𝑦)2 )2⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯√ 𝑎Δ𝑥 + 𝑏Δ𝑦 (Δ𝑥, Δ𝑦) = (𝑎, 𝑏)
+𝑎2 𝑏2

⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯√
+𝑎2 𝑏2

⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯√ □

(𝑎, 𝑏) 𝑧 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐

𝑥𝑦 (𝑋, 𝑌 ) 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0 𝑑 (𝑋, 𝑌 ) 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0
( , )𝑋0 𝑌0 (𝑋, 𝑌 ) ( , )𝑋0 𝑌0 ±(𝑎, 𝑏) 𝑑

𝑧 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 (𝑋, 𝑌 )

𝑎𝑋 + 𝑏𝑌 + 𝑐 = ± 𝑑+𝑎2 𝑏2
⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯√

(𝑋, 𝑌 ) ( , )𝑋0 𝑌0 (𝑎, 𝑏) + −

𝑑 = .|𝑎𝑋 + 𝑏𝑌 + 𝑐|
+𝑎2 𝑏2

⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯√

補⾜: 平⾯  の傾き⽅を調べることは2つのベクトル  と  の内積

を調べることに他ならない. ここで  はそれら2つのベクトルのなす⾓度である. この公式から,  という
条件のもとで  が最⼤になるのは  のときであり, 最⼤値は  であることがわかる. さらに,

 は 2つのベクトル  と  が同じ⽅向を向いていることを意味するので, そのことから,

 という条件のもとで  が最⼤になるのは,  のときであることもわか

る.

⾼校での授業で「点と直線の距離の公式は内積を使えば容易に導ける」と習った⼈がいるかもしれないが, 内積の使⽤は実質的
に「平⾯  の傾き⽅」を調べていることに他ならない. 

𝑧 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 (𝑎, 𝑏) (Δ𝑥, Δ𝑦)

𝑎Δ𝑥 + 𝑏Δ𝑦 = cos 𝜃+𝑎2 𝑏2
⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯√ (Δ𝑥 + (Δ𝑦)2 )2

⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯
√

𝜃 = 1(Δ𝑥 + (Δ𝑦)2 )2⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯√
𝑎Δ𝑥 + 𝑏Δ𝑦 cos 𝜃 = 1 +𝑎2 𝑏2

⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯√
cos 𝜃 = 1 (𝑎, 𝑏) (Δ𝑥, Δ𝑦)

= 1(Δ𝑥 + (Δ𝑦)2 )2⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯√ 𝑎Δ𝑥 + 𝑏Δ𝑦 (Δ𝑥, Δ𝑦) = (𝑎, 𝑏)
+𝑎2 𝑏2

⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯√

𝑧 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 □



In [33]: 

Out[33]:

a, b, c = 0.8, 0.5, 1.0
f(x,y) = a*x + b*y + c
x = -10:0.1:5
y = -10:0.1:15
surface(x, y, f.(x',y), colorbar=false, size=(400,300))
plot!(x, @.(-(a*x + c)/b), zero(x); label="", c=:black, lw=0.5)
plot!(; ylim=extrema(y))
title!("\$z = $a x + $b y + $c\$")
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In [34]: 

5  Jensenの不等式と相加相乗調和平均
相加相乗平均の不等式はそれより圧倒的に⼀般的なJensenの不等式の特別な場合になっていることを解説する. さらに, 相加相
乗調和平均の⼀般化になっている  乗平均についても解説する. 最後に単位円に内接する多⾓形の周⻑と⾯積の最⼤値が正多⾓
形の場合に得られることをJensenの不等式を使って証明する.

𝑝

5.1  Jensenの不等式
 は実数の区間であるとする. 例えば ,  のような場合を考える.

 であるとし, ,  と仮定する.

区間  上の実数値函数  に対して, 実数  を対応させる函数(汎函数)  を

と定めると,  上の実数値函数  と実数 ,  に対して以下が成⽴している.

(1) 線形性: .

(2) 単調性:  全体上で  ならば .

(3) 規格化条件:  上の定数値函数  に対して, .

区間  上の実数値函数  が上に凸な函数であるとは,

が成⽴することだと定める. 下に凸な函数は不等式の向きを逆転することによって定義される.

𝐼 𝐼 = ℝ 𝐼 = (0,∞)

,… , ∈ 𝐼𝑎1 𝑎𝑛 ,… , ≧ 0𝑝1 𝑝𝑛 + ⋯ + = 1𝑝1 𝑝𝑛

𝐼 𝑓(𝑥) 𝐸[𝑓(𝑥)] 𝐸[ ]

𝐸[𝑓(𝑥)] = 𝑓( ) + ⋯ + 𝑓( )𝑝1 𝑎1 𝑝𝑛 𝑎𝑛

𝐼 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) 𝛼 𝛽

𝐸[𝛼𝑓(𝑥) + 𝛽𝑔(𝑥)] = 𝛼𝐸[𝑓(𝑥)] + 𝛽𝐸[𝑔(𝑥)]

𝐼 𝑓(𝑥) ≦ 𝑔(𝑥) 𝐸[𝑓(𝑥)] ≦ 𝐸[𝑔(𝑥)]

𝐼 𝛼 𝐸[𝛼] = 𝛼

𝐼 𝑓(𝑥)

𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼,  0 < 𝑡 < 1 ⟹ (1 − 𝑡)𝑓(𝑎) + 𝑡𝑓(𝑏) ≦ 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏)

Out[34]:

a, b, c = 0.8, 0.5, 1.0
f(x,y) = a*x + b*y + c
x = -10:0.1:5
y = -10:0.1:15
surface(x, y, abs.(f.(x',y)), colorbar=false, size=(400,300))
plot!(title="\$z = |$a x + $b y + $c|\$")
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In [35]: 

In [36]: 

Jensenの不等式:  が区間  上の上に凸な函数ならば . (下に凸ならば不等式の向きが逆になる.)

証明:  が  級の場合に限定して証明する. そのように仮定しない場合には接線の存在を微分に頼らずに直接⽰す必要が出
て来る.

 は上に凸であると仮定し,  とおく.  を⽰したい.  における
 の接線を  と書く.  が上に凸であることより,  全体上で

が成⽴する. ゆえに  の性質より,

最初の等号で  の単調性を使い, 2つ⽬の等号で  の線形性と規格化条件を使い, 3つ⽬の等号で  を使った. 

注意: 以上の証明法ならば  に関する数学的帰納法を使わずに, しかも  の定義に直接触れずに, その基本性質だけを使って
証明をできた.  と同じ性質を持つものの例として, 確率密度函数  に対する

𝑓(𝑥) 𝐼 𝐸[𝑓(𝑥)] ≦ 𝑓(𝐸[𝑥])

𝑓(𝑥) 𝐶 1

𝑓(𝑥) 𝜇 = 𝐸[𝑥] = + ⋯ +𝑝1𝑎1 𝑝𝑛𝑎𝑛 𝐸[𝑓(𝑥)] ≦ 𝑓(𝜇) 𝑥 = 𝜇

𝑦 = 𝑓(𝑥) 𝑦 = 𝑎(𝑥 − 𝜇) + 𝑓(𝜇) 𝑓(𝑥) 𝐼

𝑓(𝑥) ≦ 𝑎(𝑥 − 𝜇) + 𝑓(𝜇)

𝐸[ ]

𝐸[𝑓(𝑥)] ≦ 𝐸[𝑎(𝑥 − 𝜇) + 𝑓(𝜇)] = 𝑎(𝐸[𝑥] − 𝜇) + 𝑓(𝜇) = 𝑓(𝜇).

𝐸[ ] 𝐸[ ] 𝐸[𝑥] = 𝜇 □

𝑛 𝐸[ ]
𝐸[ ] 𝑝(𝑥)

Out[35]:

Out[36]:

# log x は上に凸な函数
 
x = 0:0.01:2.0
a, b = 0.3, 1.5
f(x) = log(x)
t = 0:0.01:1.0
g(a,b,t) = (1-t)*f(a) + t*f(b)
h(a,b,t) = (1-t)*a + t*b
plot(size=(400,250), legend=:topleft, xlims=(0,2.0), ylims=(-2.0, 0.8))
plot!(x, f.(x), label=L"y = \log\,x")
plot!(h.(a,b,t), g.(a,b,t), label="")
plot!([a,a], [-10.0, f(a)], label=L"x = a", ls=:dash)
plot!([b,b], [-10.0, f(b)], label=L"x = b", ls=:dashdot)

# exp(x) は下に凸な函数
 
x = -1:0.01:2
a, b = -0.3, 1.5
f(x) = exp(x)
t = 0:0.01:1.0
g(a,b,t) = (1-t)*f(a) + t*f(b)
h(a,b,t) = (1-t)*a + t*b
plot(size=(400,250), legend=:topleft, xlims=(-1,2), ylims=(0,8))
plot!(x, f.(x), label=L"y = e^x")
plot!(h.(a,b,t), g.(a,b,t), label="")
plot!([a,a], [-0.0, f(a)], label=L"x = a", ls=:dash)
plot!([b,b], [-0.0, f(b)], label=L"x = b", ls=:dashdot)
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がある. これは確率密度函数  を持つ確率分布における  の期待値である.  は期待値汎函数(expected value
functional)と呼ばれる. 

𝐸[𝑓(𝑥)] = 𝑓(𝑥)𝑝(𝑥) 𝑑𝑥∫𝐼

𝑝(𝑥) 𝑓(𝑥) 𝐸[ ]
□

In [37]: 

5.2  相加相乗調和平均の不等式
⼀般の相加相乗平均の不等式は  と  の場合にJensenの不等式からただちに得られる.
そのとき,  に対して,

であり, Jensenの不等式より,

ゆえに,  が単調増加函数であることより,

この不等式の  達をそれらの逆数で置き換えて, 全体の分⼦分⺟を交換することによって,

も得られる.

= = ⋯ = = 1/𝑛𝑝1 𝑝2 𝑝𝑛 𝑓(𝑥) = log 𝑥
,… , > 0𝑎1 𝑎𝑛

𝐸[log 𝑥] = = log( ⋯ ,
log + ⋯ + log𝑎1 𝑎𝑛

𝑛
𝑎1 𝑎𝑛 )1/𝑛

𝐸[𝑥] = + ⋯ +𝑎1 𝑎𝑛

𝑛

log( ⋯ = 𝐸[log 𝑥] ≦ log𝐸[𝑥] = log𝑎1 𝑎𝑛 )1/𝑛
+ ⋯ +𝑎1 𝑎𝑛

𝑛

log

( ⋯ ≦ .𝑎1 𝑎𝑛 )1/𝑛
+ ⋯ +𝑎1 𝑎𝑛

𝑛

𝑎𝑖

≦ ( ,… ,𝑛

+ ⋯ +1
𝑎1

1
𝑎𝑛

𝑎1 𝑎𝑛 )1/𝑛

5.3  p乗平均
 の  乗平均  を,  に対して

と定め,  に対して

と定める.  は相乗平均である. そして,

,… , > 0𝑥1 𝑥𝑛 𝑝 ( ,… , )𝑀𝑝 𝑥1 𝑥𝑛 𝑝 ≠ 0

( ,… , ) =𝑀𝑝 𝑥1 𝑥𝑛 ( )
1
𝑛∑

𝑖=1

𝑛

𝑥
𝑝
𝑖

1/𝑝

𝑝 = 0

( ,… , ) = ( ,… ,𝑀0 𝑥1 𝑥𝑛 𝑥1 𝑥𝑛)1/𝑛

𝑀0

Out[37]:

# 上に凸な函数 f(x) = log x の接線
 
x = 0:0.01:2.0
μ = 0.7
f(x) = log(x)
g(μ,x) = (1/μ)*(x-μ) + f(μ)
plot(size=(500,350), legend=:topleft, xlims=(0,1.7), ylims=(-2.2, 0.8))
plot!(x, f.(x), label=L"y = \log\,x")
plot!(x, g.(μ,x), label=L"y = a(x-\mu)+f(\mu)", ls=:dashdot)
plot!([μ, μ], [-3.0, f(μ)], label=L"x=\mu", ls=:dash)
plot!(size=(400,250))
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なの は加法平均 は調和平均 ある

( ,… , ) = ,𝑀1 𝑥1 𝑥𝑛
+ ⋯ +𝑥1 𝑥𝑛

𝑛

( ,… , ) = .𝑀−1 𝑥1 𝑥𝑛
𝑛

+ ⋯ +1
𝑥1

1
𝑥𝑛

𝑀 𝑀

5.4  p→0でのp乗平均の挙動
 における  乗平均の挙動を調べよう.

なので,  を使うと,

これより,  は  でも解析的であることがわかる.

𝑝 → 0 𝑝

1
𝑛∑

𝑖=1

𝑛

𝑥
𝑝
𝑖 =

1
𝑛∑

𝑖=1

𝑛

𝑒𝑝 log 𝑥𝑖

= (1 + 𝑝 log + 𝑂( ))1
𝑛∑

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖 𝑝2

= 1 + 𝑝 log( ⋯ + 𝑂( )𝑥1 𝑥𝑛)1/𝑛 𝑝2

log(1 + 𝑋) = 𝑋 + 𝑂( )𝑋 2

log ( ,… , )𝑀𝑝 𝑥1 𝑥𝑛 = log1
𝑝

1
𝑛∑

𝑖=1

𝑛

𝑥
𝑝
𝑖

= log(1 + 𝑝 log( ⋯ + 𝑂( ))
1
𝑝

𝑥1 𝑥𝑛)1/𝑛 𝑝2

= log( ⋯ + 𝑂(𝑝)𝑥1 𝑥𝑛)1/𝑛

= log ( ,… , ) + 𝑂(𝑝)𝑀0 𝑥1 𝑥𝑛

( ,… , )𝑀𝑝 𝑥1 𝑥𝑛 𝑝 = 0

問題:  のとき  となることを⽰せ.

解答例:  と仮定してよい.

なので,

であり,  のとき  なので, これは  のとき  に収束し,
 となることがわかる. 

注意: 全く同様にして,  のとき  となることを⽰せる. 

𝑝 → ∞ ( ,… , ) → max{ ,… , }𝑀𝑝 𝑥1 𝑥𝑛 𝑥1 𝑥𝑛

= ⋯ = > ≧ ⋯ ≧𝑥1 𝑥𝑘 𝑥𝑘+1 𝑥𝑛

= 𝑘
(
1 +

)∑
𝑖=1

𝑛

𝑥
𝑝
𝑖 𝑥

𝑝
1 ∑

𝑖>𝑘
( )
𝑥𝑖

𝑥1

𝑝

log ( ,… , )𝑀𝑝 𝑥1 𝑥𝑛 = log1
𝑝

1
𝑛∑

𝑖=1

𝑛

𝑥
𝑝
𝑖

= − log 𝑛 + log 𝑘 + log1
𝑝

1
𝑝

𝑥𝑖

+ log
(
1 +

)
.1

𝑝 ∑
𝑖>𝑘
( )
𝑥𝑖

𝑥1

𝑝

𝑖 > 𝑘 0 < / < 1𝑥𝑖 𝑥1 𝑝 → ∞ log 𝑥1
( ,… , ) → = max{ ,… , }𝑀𝑝 𝑥1 𝑥𝑛 𝑥1 𝑥1 𝑥𝑛 □

𝑝 → −∞ ( ,… , ) → min{ ,… , }𝑀𝑝 𝑥1 𝑥𝑛 𝑥1 𝑥𝑛 □

5.5  p乗平均のpに関する依存性(1)
 とおき,  の  に関する依存性について調べたい.

 とおくと, ,  なので  は下に凸な函数である. Jensenの不等式を
 と下に凸な函数  に適⽤すると,

= ( ,… , )𝑀𝑝 𝑀𝑝 𝑥1 𝑥𝑛 𝑀𝑝 𝑝

log𝑑

𝑑𝑝
𝑀𝑝 = log𝑑

𝑑𝑝

1
𝑝

1
𝑛∑

𝑖=1

𝑛

𝑥
𝑝
𝑖

= − log +1
𝑝2

1
𝑛∑

𝑖=1

𝑛

𝑥
𝑝
𝑖

1
𝑝

(1/𝑛) log∑𝑛
𝑖=1 𝑥

𝑝
𝑖 𝑥𝑖

(1/𝑛)∑𝑛
𝑖=1 𝑥

𝑝
𝑖

= 1
(1/𝑛)𝑝2 ∑𝑛

𝑖=1 𝑥
𝑝
𝑖

×
(

log − log
)
.1

𝑛∑
𝑖=1

𝑛

𝑥
𝑝
𝑖 𝑥

𝑝
𝑖

1
𝑛∑

𝑖=1

𝑛

𝑥
𝑝
𝑖

1
𝑛∑

𝑖=1

𝑛

𝑥
𝑝
𝑖

𝑓(𝑥) = 𝑥 log 𝑥 (𝑥) = log 𝑥 + 1𝑓 ′ (𝑥) = 1/𝑥 > 0𝑓″ 𝑓(𝑥)
𝐸[𝑓(𝑥)] = 𝑓( )1

𝑛
∑𝑛

𝑖=1 𝑥
𝑝
𝑖 𝑓(𝑥) = 𝑥 log 𝑥



これで  であることがわかった.  は  について単調増加函数になる:

この不等式は相加相乗平均の不等式の⼤幅な⼀般化になっている. 例えば  より相加相乗調和平均の不等式

が得られる.

log1
𝑛∑

𝑖=1

𝑛

𝑥
𝑝
𝑖 𝑥

𝑝
𝑖 = 𝐸[𝑥 log 𝑥] ≧ 𝐸[𝑥] log𝐸[𝑥]

= log .1
𝑛∑

𝑖=1

𝑛

𝑥
𝑝
𝑖

1
𝑛∑

𝑖=1

𝑛

𝑥
𝑝
𝑖

log ≧ 0𝑑

𝑑𝑝
𝑀𝑝 𝑀𝑝 𝑝

𝑝 ≦ 𝑞 ⟹ ( ,… , ) ≦ ( ,… , ).𝑀𝑝 𝑥1 𝑥𝑛 𝑀𝑞 𝑥1 𝑥𝑛

≦ ≦𝑀−1 𝑀0 𝑀1

≦ ( ,… , ≦𝑛

+ ⋯ +1
𝑥1

1
𝑥𝑛

𝑥1 𝑥𝑛)1/𝑛
+ ⋯ +𝑥1 𝑥𝑛

𝑛

5.6  p乗平均のpに関する依存性(2)
前節の結果の別証明を与えよう.

 の函数  は ,  のとき下に凸で,  のとき上に凸になる. ゆえにJensenの不等式より,

 のとき  が単調減少函数であることに注意すれば,

 は  でも連続(実際には解析的)なので, これで

が⽰された.  のあいだに  が挟まっていることを取り除ければ,  が  について単調増加であることが⽰される. その
ためには, 以上で得た結果の  をそれぞれ  で置き換えて, 全体を  乗すると,  の場合には不等号の向きの反転が起こ
り, 結果的に次の不等式が得られる:  のとき,

これと  が  でも連続であることを合わせれば,  が  について単調増加することが⽰される.

𝑥 > 0 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑝 𝑝 < 0 𝑝 ≧ 1 0 < 𝑝 < 1

𝑝 < 0 or 𝑝 ≧ 1 ⟹ ≦ ,
( )
1
𝑛∑

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖

𝑝

1
𝑛∑

𝑖=1

𝑛

𝑥
𝑝
𝑖

0 < 𝑝 < 1 ⟹ ≧ .
( )
1
𝑛∑

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖

𝑝

1
𝑛∑

𝑖=1

𝑛

𝑥
𝑝
𝑖

𝑝 < 0 𝑥 ↦ 𝑥𝑝

𝑝 ≧ 1 ⟹ ≦ ,1
𝑛∑

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖 ( )
1
𝑛∑

𝑖=1

𝑛

𝑥
𝑝
𝑖

1/𝑝

𝑝 < 0 or 0 < 𝑝 < 1 ⟹ ≧ .1
𝑛∑

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖 ( )
1
𝑛∑

𝑖=1

𝑛

𝑥
𝑝
𝑖

1/𝑝

𝑀𝑝 𝑝 = 0

𝑝 ≦ 1 ≦ 𝑞 ⟹ ≦ ≦ ⟺ ≦ ≦ .
( )
1
𝑛∑

𝑖=1

𝑛

𝑥
𝑝
𝑖

1/𝑝
1
𝑛∑

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖 ( )
1
𝑛∑

𝑖=1

𝑛

𝑥
𝑞
𝑖

1/𝑞

𝑀𝑝 𝑀1 𝑀𝑞

𝑝 ≦ 𝑞 1 𝑀𝑝 𝑝

𝑥𝑖 𝑥𝑟𝑖 1/𝑟 𝑟 < 0
𝑝 ≦ 1 ≦ 𝑞

𝑟 > 0 ⟹ ≦ ≦ and 𝑝𝑟 ≦ 𝑟 ≦ 𝑞𝑟,
( )
1
𝑛∑

𝑖=1

𝑛

𝑥
𝑝𝑟
𝑖

1/(𝑝𝑟)

( )
1
𝑛∑

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑟𝑖

1/𝑟

( )
1
𝑛∑

𝑖=1

𝑛

𝑥
𝑞𝑟
𝑖

1/(𝑞𝑟)

𝑟 < 0 ⟹ ≧ ≧ and 𝑝𝑟 ≧ 𝑟 ≧ 𝑞𝑟.
( )
1
𝑛∑

𝑖=1

𝑛

𝑥
𝑝𝑟
𝑖

1/(𝑝𝑟)

( )
1
𝑛∑

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑟𝑖

1/𝑟

( )
1
𝑛∑

𝑖=1

𝑛

𝑥
𝑞𝑟
𝑖

1/(𝑞𝑟)

𝑀𝑝 𝑝 = 0 𝑀𝑝 𝑝

プロット:  のとき,  なので  と  と同値であり,

 なので  と  は同値である.  のグラフをプロットしよう.

𝑝 ≠ 0 (𝑥, 𝑦) =𝑀𝑝 ( )
+𝑥𝑝 𝑦𝑝

2

1/𝑝

(𝑥, 𝑦) = 1𝑀𝑝 𝑦 = (2 − 𝑥𝑝)1/𝑝

(𝑥, 𝑦) =𝑀0 𝑥𝑦
⎯ ⎯⎯⎯

√ (𝑥, 𝑦) = 1𝑀0 𝑦 = 1/𝑥 (𝑥, 𝑦) = 1𝑀𝑝
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5.7  単位円に内接する多⾓形の周⻑と⾯積の最⼤値
正弦函数  が  において上に凸な函数であることにJensenの不等式を適⽤することによって, 単位円に内接する

 ⾓形の周⻑と⾯積が最⼤になるのは正  ⾓形の場合であることを⽰そう. ⼀般に上に凸な函数  についてJensenの不等式
より,

が成⽴している. さらに,  が強い意味で上に凸ならば(  のグラフに局所的に直線になっている部分が存在しなければ),
等号が成⽴するための必要⼗分条件は  となることである.

 と仮定し,  ( ) とおき, 単位円に内接する  ⾓形 
を考える.

 とおく. もしも  となる  が存在するならば, 直線  をそれに平⾏な原点を通る直線で線対称変換
して得られる直線と単位円の交点を ,  とし,  のぞれぞれを  で置き換えて得られる単位円に内接する 
⾓形を考えることによって, 単位円に内接する  ⾓形の周⻑と⾯積を真に⼤きくすることができる. ゆえに, 単位円に内接する 
⾓形で周⻑の⾯積の最⼤化に興味があるならば, すべての  について  であると仮定してよい. 以下ではその
ように仮定する.

補⾜:  のとき, , , ,

 とおくと, 線分  と線分  は平⾏で同じ⻑さになり,  ⾓形  の周
⻑と⾯積は  ⾓形  のそれらよりも真に⼤きくなる. 図を描いてみよ! 

以上の設定のもとで,  ⾓形  の周⻑  と⾯積  について以下が成⽴している.

線分  の⻑さは  に等しいので,

この計算中の不等号は  が  で上に凸であることとJensenの不等式から従う(注意: 上で述べた仮定を使わなくて
も,  なので 0<  となる). この不等式の最右辺は単位円に内接する正  ⾓形の周⻑に等しい.  が

 で強い意味で凸であることを使えば, 逆に周⻑  が最⼤になるのは単位円に内接する  ⾓形  が正  ⾓
形になるときであることもわかる.

sin 𝛼 0 ≦ 𝛼 ≦ 𝜋

𝑛 𝑛 𝑓(𝑥)

𝑓( ) ≦ 𝑓
( )

.1
𝑛∑

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖
1
𝑛∑

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖

𝑓(𝑥) 𝑓(𝑥)
= ⋯ =𝑥1 𝑥𝑛

< ⋯ < < = + 2𝜋𝜃1 𝜃𝑛 𝜃𝑛+1 𝜃1 = (cos , sin )𝐴𝑖 𝜃𝑖 𝜃𝑖 𝑖 = 1,… , 𝑛 𝑛 ⋯𝐴1 𝐴𝑛

= −𝛼𝑖 𝜃𝑖+1 𝜃𝑖 > 𝜋𝛼𝑖 𝑖 𝐴𝑖𝐴𝑖+1
𝐴′𝑖 𝐴

′
𝑖+1 ,𝐴𝑖 𝐴𝑖+1 ,𝐴′𝑖 𝐴

′
𝑖+1 𝑛

𝑛 𝑛

𝑖 = 1,… , 𝑛 ≦ 𝜋𝛼𝑖

= − > 𝜋𝛼𝑖 𝜃𝑖+1 𝜃𝑖 = + ( − 𝜋) = − 𝜋𝜃′𝑖 𝜃𝑖 𝛼𝑖 𝜃𝑖+1 = − ( − 𝜋) = + 𝜋𝜃′𝑖+1 𝜃𝑖+1 𝛼𝑖 𝜃𝑖 = (cos , sin )𝐴′𝑖 𝜃′𝑖 𝜃′𝑖

= (cos , sin )𝐴′𝑖+1 𝜃′𝑖+1 𝜃′𝑖+1 𝐴𝑖𝐴𝑖+1
⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

𝐴′𝑖𝐴
′
𝑖+1

⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯
𝑛 ⋯ ⋯𝐴1 𝐴′𝑖𝐴

′
𝑖+1 𝐴𝑛

𝑛 ⋯𝐴1 𝐴𝑛 □

𝑛 ⋯𝐴1 𝐴𝑛 𝐿 𝑆

𝐴𝑖𝐴𝑖+1
⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

2 sin( /2)𝛼𝑖

𝐿 = 2 sin = 2𝑛 sin ≦ 2𝑛 sin
( )

= 2𝑛 sin .∑
𝑖=1

𝑛
𝛼𝑖

2
1
𝑛∑

𝑖=1

𝑛
𝛼𝑖

2
1
𝑛∑

𝑖=1

𝑛
𝛼𝑖

2
𝜋

𝑛

sin 𝛼 0 ≦ 𝛼 ≦ 𝜋

0 < < 2𝜋𝛼𝑖 /2 < 𝜋𝛼𝑖 𝑛 sin 𝛼
0 ≦ 𝛼 ≦ 𝜋/2 𝐿 𝑛 …𝐴1 𝐴𝑛 𝑛
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# M_p(x,y) = 1 のプロット
 
f(p,x) = iszero(p) ? 1/x : (2 - x^p)^(1/p)
P = plot(size=(500,500))
ps = [-10, -2, -1, 0, 1, 2, 10]
for p in ps
    a = iszero(p) ? 1/3 : 2^(1/p)
    if p > 0
        Δx = a/1000
        x = Δx:Δx:a
    else
        Δx = 3/1000
        x = a+eps():Δx:3
    end
    plot!(x, f.(p,x), label="p = $p", ls=:auto)
end
plot(P, xlim=(0,3), ylim=(0,3), size=(300,300))
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三⾓形  の⾯積は  に等しいので,

この計算中の不等号は  が  で上に凸であることとJensenの不等式から従う. この不等式の最右辺は単位円に内
接する正  ⾓形の⾯積に等しい.  が  で強い意味で凸であることを使えば, 逆に⾯積  が最⼤になるのは単位
円に内接する  ⾓形  が正  ⾓形になるときであることもわかる.

△ 𝑂𝐴𝑖 𝐴𝑖+1 (1/2) sin 𝛼𝑖

𝑆 = sin = sin ≦ sin
( )

= sin .1
2∑

𝑖=1

𝑛

𝛼𝑖
𝑛

2
1
𝑛∑

𝑖=1

𝑛

𝛼𝑖
𝑛

2
1
𝑛∑

𝑖=1

𝑛

𝛼𝑖
𝑛

2
2𝜋
𝑛

sin 𝛼 0 ≦ 𝛼 ≦ 𝜋

𝑛 sin 𝛼 0 ≦ 𝛼 ≦ 𝜋 𝑆

𝑛 …𝐴1 𝐴𝑛 𝑛
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6  三⾓函数の微積分
⾼校数学の範囲内で三⾓函数の微分積分学を再構成してみせる. その結果は直接楕円函数論に⼀般化可能である.

6.1  ⾼校の数学の教科書の⽅針
⾼校の数学の教科書では以下のような筋道で  の導函数を求めている.

 のとき, 「⾯積の⼤⼩関係」によって

が得られ, 全体に  をかけて, 逆数を取って,  をかけると,

となることから, 挟み撃ちによって

を⽰す. そのとき  であることに注意せよ. これより

も得られる:

そして, 三⾓函数の加法定理

sin 𝑥

0 < 𝑥 < 𝜋/2

sin 𝑥 < 𝑥 <1
2

1
2

1
2
sin 𝑥
cos 𝑥

2 sin 𝑥

1 > > cos 𝑥sin 𝑥
𝑥

= 1lim
𝑥→0

sin 𝑥
𝑥

=sin(−𝑥)
−𝑥

sin 𝑥
𝑥

= = → − (𝑥 → 0)cos 𝑥 − 1
𝑥2

𝑥 − 1cos2

(cos 𝑥 + 1)𝑥2
− 𝑥sin2

(cos 𝑥 + 1)𝑥2
1
2

= − .lim
𝑥→0

cos 𝑥 − 1
𝑥2

1
2

Out[39]:

# α_i > π ならば周長と面積をより大きくできること
 
t = range(0, 2π, length=400)
theta = 2π * [0, 3/20, 14/20, 16/20, 18/20, 1]
phi = copy(theta)
phi[2] = theta[3] - π
phi[3] = theta[2] + π
plot(size=(300,300), aspect_ratio=1, legend=false)
plot!(cos.(t), sin.(t), lw=0.5, color=:black)
plot!(cos.(theta), sin.(theta), color=:blue)
plot!(cos.(phi), sin.(phi), ls=:dash, color=:red)
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を使って,  のとき

となることを⽰す. これで

であることが⽰された.

しかし, 以上の⽅針は次の節の⽅針と⽐較すると, ⾮常に遠回りになっており, 弧度法の意味での⾓度の定義(単位円弧の⻑さで
⾓度を定義すること)が不明瞭になっているという問題がある.

cos(𝑥 + 𝑦) = cos 𝑥 cos 𝑦 − sin 𝑥 sin 𝑦,
sin(𝑥 + 𝑦) = cos 𝑥 sin 𝑦 + sin 𝑥 cos 𝑦.

ℎ → 0

=cos(𝑥 + ℎ) − cos 𝑥
ℎ

cos 𝑥 cos ℎ − sin 𝑥 sin ℎ − cos 𝑥
ℎ

= ℎ − → − sin 𝑥,cos 𝑥 (cos ℎ − 1)
ℎ2

sin 𝑥 sin ℎ
ℎ

=sin(𝑥 + ℎ) − sin 𝑥
ℎ

cos 𝑥 sin ℎ + sin 𝑥 cos ℎ − sin 𝑥
ℎ

= ℎ + → cos 𝑥sin 𝑥 (cos ℎ − 1)
ℎ2

cos 𝑥 sin ℎ
ℎ

(cos 𝑥 = − sin 𝑥, (sin 𝑥 = cos 𝑥)′ )′

In [40]: 

6.2  曲線の⻑さが速さの積分になることの応⽤
⾼校数学IIIの教科書には ,  の軌跡の⻑さ(曲線の⻑さ)  が(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) 𝑎 ≦ 𝑡 ≦ 𝑏 𝐿

𝐿 = 𝑑𝑡∫
𝑏

𝑎

(𝑡 + (𝑡𝑥′ )2 𝑦′ )2
⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯
√
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と表せることが説明されている.  を時間変数とみなすとき, 点  の運動の時刻  における速度ベクトルは
 になり, 速さは  と書ける. 上の公式は曲線の⻑さを速さの積分で表せることを意味している.

𝑡 (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) 𝑡

( (𝑡), (𝑡))𝑥′ 𝑦′ (𝑡 + (𝑡𝑥′ )2 𝑦′ )2⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯√

In [41]: 

In [42]: 

これを使えば(曲線の⻑さを上の公式で定義すれば), 三⾓函数の微分の導出を⾮常に簡潔な議論で⾏うことができる. そのことを
以下で説明しよう.

,  は単位円  の右半分上を動き,  は単位円上の点の  座標になる. このと
き,

なので, 単位円  の右半分上の点  に対応する弧度法の意味での⾓度(単位円弧の⻑さで定義された⾓度, 左回
りに正, 右回りに負とみなす)  は

と表わされる. この公式を使えば, ⾼校の数学の教科書の範囲内では不明瞭だった弧度法の意味での⾓度が積分論を使って明瞭
に定義される.

(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) = ( , 𝑡)1 − 𝑡2
⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯√ −1 < 𝑡 < 1 + = 1𝑥2 𝑦2 𝑡 𝑦

(𝑡) = − , (𝑡) = 1, (𝑡 + (𝑡 =𝑥′
𝑡

1 − 𝑡2
⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯√

𝑦′ 𝑥′ )2 𝑦′ )2 1
1 − 𝑡2

+ = 1𝑥2 𝑦2 (𝑥, 𝑦)
𝜃 = 𝐹 (𝑦)

𝜃 = 𝐹 (𝑦) = ∫
𝑦

0

𝑑𝑡

1 − 𝑡2
⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯√

showimg("image/jpeg", "images/Jikkyo20140125ArcLength1.jpg", scale="60%")

showimg("image/jpeg", "images/Jikkyo20140125ArcLength2.jpg", scale="60%")

1

1



⼀般に  が成⽴するので,

 は単位円上の点の  座標に弧度法の意味での⾓度を対応させる函数であり,  の定義は弧度法の意味ので⾓
度  に単位円上の点の  座標を対応させる函数だったので,  の定義は  の逆函数である.

ゆえに, 逆函数の微分によって,

が得られる.

要するに, 弧度法の意味での⾓度を単位円上の点の  座標を⽤いた積分で表わせば, 単に逆函数の微分として  の導函数が
 になることがわかる. この議論は⾮常にシンプルである.

単位円の右側に制限した議論を単位円全体に拡張する作業は読者にまかせる. 現代数学的には円を多様体とみなして議論するの
がよい. 三⾓函数論を完璧に理解するためには「円を多様体とみなす」というような数学的教養が必要になる.

𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑓(𝑦)𝑑

𝑑𝑦 ∫
𝑦

0

= (𝑦) = .𝑑𝜃

𝑑𝑦
𝐹 ′

1
1 − 𝑦2
⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯√

𝜃 = 𝐹 (𝑦) 𝑦 𝑦 = sin 𝜃
𝜃 𝑦 𝑦 = sin 𝜃 𝜃 = 𝐹 (𝑦)

sin 𝜃 = = = = cos 𝜃𝑑

𝑑𝜃

𝑑𝑦

𝑑𝜃
1 − 𝑦2
⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯
√ 1 − 𝜃sin2

⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯√

𝑦 sin 𝜃
cos 𝜃
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問題: 直線  と単位円  の右半分の交点は

原点を通る直線の傾き  をそれに対応する弧度法の意味での⾓度  に対応させる函数  が

と書けることを確認せよ. これと逆に⾓度  を直線の傾き  に対応させる函数が  の定義なので,  の定義は
 の逆函数である. 

解答略.

𝑦 = 𝑡𝑥 + = 1𝑥2 𝑦2

(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) =
(

,
)
.1

1 + 𝑡2
⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯√

𝑡

1 + 𝑡2
⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯√

𝑎 𝜃 𝜃 = 𝐺(𝑎)

𝜃 = 𝐺(𝑎) = ∫
𝑎

0

𝑑𝑡

1 + 𝑡2

𝜃 𝑎 tan 𝑎 = tan 𝜃
𝜃 = 𝐺(𝑎) □
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In [45]: 

問題: 以下のセルの画像を解読して, 双曲線函数の微積分の理論について整理せよ. □

Out[43]:

𝑥 = , 𝑦 = 𝑡1 − 𝑡2
⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯√

+ = −( )
𝑑𝑥

𝑑𝑡

2

( )
𝑑𝑦

𝑑𝑡

2 1
− 1𝑡2

euqation: − 𝑡𝑥 + 𝑦 = 0,   + − 1 = 0𝑥2 𝑦2

solution: 𝑥 = , 𝑦 = 𝑡1
+1𝑡2

⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯
√

1
+1𝑡2

⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯
√

Out[45]:

𝑋 = , 𝑌 = 𝑡
1
+ 1𝑡2

⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

√
1
+ 1𝑡2

⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

√

+ =( )
𝑑𝑋

𝑑𝑡

2

( )
𝑑𝑌

𝑑𝑡

2 1

( + 1)𝑡2
2

t = symbols("t")
x = √(1-t^2)
y = t
equ = diff(x, t)^2 + diff(y, t)^2
sol = simplify(equ)
latexstring("x=", sympy.latex(x), raw",\quad y=", sympy.latex(y)) �� display
latexstring(raw"\ds\left(\frac{dx}{dt}\right)^2+\left(\frac{dy}{dt}\right)^2=", sympy.la

t, x, y = symbols("t x y")
equ = [y-t*x, x^2+y^2-1]
s = solve(equ, [x,y])
latexstring(raw"\text{euqation:}\; ", sympy.latex(equ[1]), raw"=0,\ ", sympy.latex(equ[2
latexstring(raw"\text{solution:}\; x = ", sympy.latex(s[2][1]), ", y = ", sympy.latex(s[

X, Y= s[2][1], s[2][2]
sol = simplify(diff(X,t)^2 + diff(Y,t)^2)
latexstring(raw"\ds X=", sympy.latex(X), raw",\quad Y=", sympy.latex(Y)) �� display
latexstring(raw"\ds\left(\frac{dX}{dt}\right)^2+\left(\frac{dY}{dt}\right)^2=", sympy.la
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解答略.

In [46]:  showimg("image/jpeg", "images/sin-sinh.jpg", scale="80%")1



In [47]: 

6.3  楕円積分, 楕円函数, 楕円曲線暗号
 の逆函数  は

と書けるのであった. これの次の拡張は⾮常に有名である:

これは第⼀種楕円積分と呼ばれており, その逆函数は  と書かれ, Jacobiのsn函数と呼ばれる楕円函数の有名な例に
なっている.  なので, sn函数はsinの⼀般化になっている.

⽵内端三著『楕圓函数論』は著作権が切れており, 現在では無料で⼊⼿可能である:

原著の画像ファイル (http://kenboushoten.web.fc2.com/)
LaTeX化 (http://yx4.life.coocan.jp/books/oldbooks.html) (PDF
(http://yx4.life.coocan.jp/books/takenouchi_daen20080317.pdf))
現代語訳 (https://linesegment.web.fc2.com/books/mathematics/daenkansuron/)

以下,  を略して,  と書く. cn, dn, cd 函数を

𝑦 = sin 𝜃 𝜃 = 𝐹 (𝑦)

𝜃 = 𝐹 (𝑦) = ∫
𝑦

0

𝑑𝑡

1 − 𝑡2
⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯√

𝑢 = 𝐹 (𝑦, 𝑘) = .∫
𝑦

0

𝑑𝑡

(1 − )(1 − )𝑡2 𝑘2𝑡2
⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯√

𝑦 = sn(𝑢, 𝑘)
sin 𝜃 = sn(𝜃, 0)

𝑘 𝑦 = sn 𝑢 = sn(𝑢, 𝑘)
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を満たすように定義すれば,  は

を満たしている. この等式は楕円曲線のEdwards形式と呼ばれており, この⽅程式で定義される平⾯曲線はEdwards曲線と呼ば
れている. Edwards曲線は  の場合に単位円になるので, Edwards形式のもとで楕円曲線は単位円の⼀般化になっているこ
とがわかる.

,  のとき, 三⾓函数の加法公式より,

この公式は次のように拡張される: ,  のとき,

を満たしている. これは  の場合の三⾓函数の加法公式の拡張になっている. この公式は本質的にJacobiの楕円函数の加法
公式である. この公式の代数幾何的な証明については次の論⽂を⾒よ:

Thomas Hales, The Group Law for Edwards Curves, arXiv:1610.05278 (https://arxiv.org/abs/1610.05278)

楕円曲線のEdwards形式の理論は単位円と三⾓函数の理論の楕円曲線と楕円函数の理論への拡張になっている.

楕円曲線のEdwards形式における加法公式は楕円曲線暗号に応⽤されることによって我々の社会の中で役に⽴っている. 楕円曲
線暗号の規格 Ed25519 (https://www.google.co.jp/search?q=Ed25519+Edwards) について検索してみよ. このように, ⾼校のと
きに習う三⾓函数論は楕円函数論に⾃然に拡張されており, 三⾓函数の加法公式の楕円函数の加法公式への拡張は楕円曲線暗号
の形で我々の社会の中で役に⽴っている.

19世紀のJacobiによる楕円函数に関する研究が約200年後のコンピューター社会でプライバシーを守るための暗号技術に使われ
ることをJacobiは予想できていなかったはずである.

(cn 𝑢 = 1 − , (dn 𝑢 = 1 − , cd 𝑢 =)2 𝑦2 )2 𝑘2𝑦2
cn 𝑢
dn 𝑢

(𝑥, 𝑦) = (cd 𝑢, sn 𝑢)

+ = 1 +𝑥2 𝑦2 𝑘2𝑥2𝑦2

𝑘 = 0

(𝑥, 𝑦) = (cos 𝛼, sin 𝛼) (𝑋, 𝑌 ) = (cos 𝛽, sin 𝛽)

(cos(𝛼 + 𝛽), sin(𝛼 + 𝛽)) = (𝑥𝑋 − 𝑦𝑌 , 𝑥𝑌 + 𝑦𝑋).

(𝑥, 𝑦) = (cd 𝑢, sn 𝑢) (𝑋, 𝑌 ) = (cd 𝑣, sn 𝑣)

(cd(𝑢 + 𝑣), sn(𝑢 + 𝑣)) = ( , )
𝑥𝑋 − 𝑦𝑌

1 − 𝑥𝑋𝑦𝑌𝑘2

𝑥𝑌 + 𝑦𝑋

1 + 𝑥𝑋𝑦𝑌𝑘2

𝑘 = 0

In [48]: 

Out[48]: 0

# Edwards曲線の公式の確認
 
k, y = symbols("k y")
x² = (1-y^2)/(1-k^2*y^2)
y² = y^2
simplify(x² + y² - 1 - k^2*x²*y²)

1
2
3
4
5
6
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In [49]: 

In [50]: 

7  Gauss積分の⼤学⼊試問題

Gauss積分の公式  は筆者の個⼈的な意⾒では新⼊⽣が習う定積分の公式の中で最も重要なものである.

Gauss積分の公式の問題が⼤学⼊試問題として出題されたことがあるので紹介しておく.

𝑑𝑥 =∫
∞

−∞
𝑒−𝑥

2
𝜋
⎯⎯√

2015年の東京⼯業⼤学前期⽇程の⼊試問題 (https://www.google.co.jp/search?
q=%E6%9D%B1%E5%B7%A5%E5%A4%A7+2015+%E6%95%B0%E5%AD%A6)として次の問題が出題された.

Out[49]:

Out[50]:

# Edwards曲線の二通りのプロット
 
k² = -20
 
y = -1:0.01:1
x = @. √((1-y^2)/(1-k²*y^2))
P1 = plot(title="\$x^2+y^2=1+k^2x^2y^2\$ for \$k^2=$k²\$", titlefontsize=10)
plot!(aspectratio=1, legend=false)
plot!(x, y, color=:red)
plot!(-x, y, color=:red)
 
u = 0:0.01:3
P2 = plot(title="(cd u, sn u) for \$k^2=$k²\$", titlefontsize=10)
plot!(aspectratio=1, legend=false)
plot!(cd.(u,k²), sn.(u,k²))
 
plot(P1, P2, size=(500, 260))

# (cd u, sn u)のプロット
 
k² = -20
u = -5:0.01:5
plot(title="Jacobi's elliptic functions for \$k^2=$k²\$", titlefontsize=10)
plot!(u, cd.(u,k²), label="cd u", ls=:dash)
plot!(u, sn.(u,k²), label="sn u")
plot!(size=(500, 200), legend=:bottomleft)

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17

1
2
3
4
5
6
7
8
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[3]  とする. 曲線  と  軸,  軸, および直線  で囲まれた図形を,  軸のまわりに1回転して
できる回転体を  とする.

(1)  の体積  を求めよ.

(2) 点  ( ) を通り,  軸と垂直な平⾯による  の切り⼝の⾯積を  とするとき, 不等式

 を⽰せ.

𝑎 > 0 𝑦 = 𝑒−𝑥
2

𝑥 𝑦 𝑥 = 𝑎 𝑦

𝐴

𝐴 𝑉

(𝑡, 0) −𝑎 ≦ 𝑡 ≦ 𝑎 𝑥 𝐴 𝑆(𝑡)

𝑆(𝑡) ≦ 𝑑𝑠∫
𝑎

−𝑎
𝑒−( + )𝑠2 𝑡2

In [51]: 

問題⽂では曲線  を  軸のまわりに回転しているが, 以下では  空間内の  平⾯上の曲線  を  軸のまわ
りに回転して得られる曲⾯を扱う. さらに  の代わりに  と書く.

 空間内の  平⾯  上の曲線  を  軸のまわりに回転して得られる曲⾯と⾼さ  の平⾯  の交
わりは, 平⾯  内の半径の2乗が  の円になり, その曲⾯は

と表わされることがわかる.

以下  であるとする.

平⾯  上の曲線  と  軸と直線  で囲まれた領域を  軸のまわりに1回転してできる回転体を  と書く.
上で述べたことより,  の体積  は次のように計算される:

曲⾯  と  平⾯  と4つの平⾯ ,  で囲まれた領域を  と書く. そして,  のと
き,  の平⾯  による断⾯の⾯積は

になるので, これを  で積分すれば  の体積  が求まる.  を  と書くと,

 は  を含み,  に含まれる. それらは次の包含関係から導かれる:

ゆえに,  となる. すなわち,

𝑦 = 𝑒−𝑥
2

𝑦 𝑥𝑦𝑧 𝑥𝑧 𝑧 = 𝑒−𝑥
2

𝑧

𝑎 𝑟

𝑥𝑦𝑧 𝑥𝑧 𝑦 = 0 𝑧 = 𝑒−𝑥
2

𝑧 0 < 𝑡 ≦ 1 𝑧 = 𝑡

𝑧 = 𝑡 − log 𝑡

𝑧 = 𝑒−( + )𝑥2 𝑦2

𝑟 > 0

𝑦 = 0 𝑧 = 𝑒−𝑥
2

𝑥 𝑥 = 𝑟 𝑧 𝐴(𝑟)
𝐴(𝑟) 𝑉 (𝑟)

𝑉 (𝑟) = 𝜋 + 𝜋(− log 𝑡) 𝑑𝑡𝑟2𝑒−𝑟
2

∫
1

𝑒−𝑟2

= 𝜋 − 𝜋[𝑡 log 𝑡 − 𝑡𝑟2𝑒−𝑟
2 ]1

𝑒−𝑟2

= 𝜋 − 𝜋(−1 + + )𝑟2𝑒−𝑟
2

𝑟2𝑒−𝑟
2

𝑒−𝑟
2

= 𝜋(1 − ).𝑒−𝑟
2

𝑧 = 𝑒−( + )𝑥2 𝑦2 𝑥𝑦 𝑧 = 0 𝑥 = ±𝑟 𝑦 = ±𝑟 𝐵(𝑟) −𝑟 ≦ 𝑡 ≦ 𝑟

𝐴(𝑟) 𝑦 = 𝑡

𝑑𝑥∫
𝑟

−𝑟
𝑒−( + )𝑥2 𝑡2

−𝑟 ≦ 𝑡 ≦ 𝑟 𝐵(𝑟) 𝑊 (𝑟) 𝑡 𝑦

𝑊 (𝑟) = ( 𝑑𝑥) 𝑑𝑦∫
𝑟

−𝑟 ∫
𝑟

−𝑟
𝑒−( + )𝑥2 𝑦2

= 𝑑𝑥 𝑑𝑦∫
𝑟

−𝑟
𝑒−𝑥

2

∫
𝑟

−𝑟
𝑒−𝑦

2

= .( 𝑑𝑥)∫
𝑟

−𝑟
𝑒−𝑥

2
2

𝐵(𝑟) 𝐴(𝑟) 𝐴( 𝑟)2⎯⎯√

{(𝑥, 𝑦) ∈ ∣ + ≦ }ℝ2 𝑥2 𝑦2 𝑟2

⊂ {(𝑥, 𝑦) ∈ ∣ |𝑥|, |𝑦| ≦ 𝑟}ℝ2

⊂ {(𝑥, 𝑦) ∈ ∣ + ≦ 2 }.ℝ2 𝑥2 𝑦2 𝑟2

𝑉 (𝑟) ≦ 𝑊 (𝑟) ≦ 𝑉 ( 𝑟)2⎯⎯√

showimg("image/jpeg", "images/Jikkyo20140125GaussZeta.jpg", scale="80%")1



これより,

となることがわかる.

以上の計算は次のようにまとめられる:

Gauss積分は正規分布の確率密度函数の理解に必須であり, その他にも多くの場⾯に現われ, ⾮常に重要な定積分である.

≦ 𝑑𝑥 ≦ .𝜋(1 − )𝑒−𝑟
2

⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯
√ ∫

𝑟

−𝑟
𝑒−𝑥

2
𝜋(1 − )𝑒−2𝑟

2
⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯
√

𝑑𝑥 =lim
𝑟→∞ ∫

𝑟

−𝑟
𝑒−𝑥

2
𝜋
⎯⎯√

( 𝑑𝑥)∫
∞

−∞
𝑒−𝑥

2
2
= 𝑑𝑥 𝑑𝑦∫

∞

−∞ ∫
∞

−∞
𝑒−( + )𝑥2 𝑦2

= 𝜋(− log 𝑧) 𝑑𝑧 = −𝜋[𝑧 log 𝑧 − 𝑧 = 𝜋.∫
1

0
]10

In [52]: 

In [53]: 

In [54]: 

Out[52]: 0.7071067811865475

Out[53]:

Out[54]:

f(x,y) = exp(-(x^2+y^2))
g(x,y,r) = x^2+y^2 ≤ r^2 ? exp(-(x^2+y^2)) : zero(x)
h(x,y,r) = (abs(x) ≤ r && abs(y) ≤ r) ? exp(-(x^2+y^2)) : zero(x)
 
x = range(-2, 2, length=201)
y = range(-2, 2, length=201)
r = 1/√2

# z = e^{-(x^2+y^2)} のグラフ
surface(x, y, f.(x', y), size=(400,250), colorbar=false)

# A(r) のグラフ (r=1/√2)
surface(x, y, g.(x', y, r), size=(400,250), colorbar=false)

1
2
3
4
5
6
7

1
2

1
2



In [55]: 

In [56]: 

8  ガンマ函数の応⽤
⾼校数学では , , ,  などの初等函数について習うが, ⼤学新⼊⽣が新たに習う特殊函数として, ゼータ函数

, ガンマ函数 , ベータ函数  は特に重要である. この節では⾼校数学にも密かにガンマ函数にあたるものが現われ
ていたことについて解説する.

cos 𝑥 sin 𝑥 𝑒𝑥 log 𝑥
𝜁(𝑠) Γ(𝑠) 𝐵(𝑝, 𝑞)

8.1  多項式×指数函数の積分
 は0以上の整数であるとする. ⾼校数学IIIの教科書にはよく次の形の不定積分を求める問題が書いてある:

以下ではこれと本質的に同じ(  を  で置き換えて得られる)

を扱う. 部分積分を次々に使うと,

𝑛

∫ 𝑑𝑥.𝑥𝑛𝑒𝑥

𝑥 −𝑥

∫ 𝑑𝑥𝑥𝑛𝑒−𝑥

Out[55]:

Out[56]:

# B(r) のグラフ (r=1/√2)
surface(x, y, h.(x', y, r), size=(400,250), colorbar=false)

# A(√2 r) のグラフ (r=1/√2)
surface(x, y, g.(x', y, √2*r), size=(400,250), colorbar=false)

1
2

1
2



積分定数は省略した これは で に収束し のとき になる ゆえに

∫ 𝑑𝑥𝑥𝑛𝑒−𝑥

= − + 𝑛 ∫ 𝑑𝑥𝑥𝑛𝑒−𝑥 𝑥𝑛−1𝑒−𝑥

= − − 𝑛𝑥𝑛𝑒−𝑥 𝑥𝑛−1𝑒−𝑥

+ 𝑛(𝑛 − 1) ∫ 𝑑𝑥𝑥𝑛−2𝑒−𝑥

= − − 𝑛 − 𝑛(𝑛 − 1)𝑥𝑛𝑒−𝑥 𝑥𝑛−1𝑒−𝑥 𝑥𝑛−2𝑒−𝑥

+ 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2) ∫ 𝑑𝑥𝑥𝑛−3𝑒−𝑥

= ⋯⋯⋯⋯
= − − 𝑛 − 𝑛(𝑛 − 1) − ⋯𝑥𝑛𝑒−𝑥 𝑥𝑛−1𝑒−𝑥 𝑥𝑛−2𝑒−𝑥

+ 𝑛(𝑛 − 1)⋯ 2𝑥 − 𝑛!𝑒−𝑥 𝑒−𝑥

= −( + 𝑛 + 𝑛(𝑛 − 1) + ⋯𝑥𝑛 𝑥𝑛−1𝑒−𝑥 𝑥𝑛−2

+ 𝑛(𝑛 − 1)⋯ 2𝑥 + 𝑛!) .𝑒−𝑥

𝑥 → ∞ 0 𝑥 = 0 −𝑛!

注意: ,  に関する次の公式はよく使われる:

この公式は  という置換積分によって容易に⽰される. この公式は

の形で使われることも多い. 

𝑎 > 0 𝑠 > 0

𝑑𝑡 = .∫
∞

0
𝑒−𝑎𝑡 𝑡𝑠−1

Γ(𝑠)
𝑎𝑠

𝑡 = 𝑥/𝑎

= 𝑑𝑡
1
𝑎𝑠

1
Γ(𝑠) ∫

∞

0
𝑒−𝑎𝑡 𝑡𝑠−1

□



In [57]: 

8.2  Stirlingの公式
準備の準備:  のとき

正値函数の漸近挙動は, 対数を取ってから, Taylor展開などを使って調べることが多い. 

準備:  のとき, Taylor展開  を使うと,

|𝑋| < 1

log(1 + 𝑋) = 𝑋 − + − + ⋯ .𝑋 2

2
𝑋 3

3
𝑋 4

4

□

𝑛 → ∞ log(1 + 𝑋) = 𝑋 − /2 + 𝑂( )𝑋 2 𝑋 3

log
( )

= − 𝑦 + 𝑛 log
(
1 +

)
𝑒− 𝑦𝑛√

(
1 +

)
𝑦

𝑛
⎯⎯√

𝑛

𝑛
⎯⎯

√
𝑦

𝑛
⎯⎯√

= − 𝑦 + 𝑛
(

− + 𝑂( )
)

𝑛
⎯⎯

√
𝑦

𝑛
⎯⎯√

𝑦2

2𝑛
𝑛−3/2

= − + 𝑂( ) → − .𝑦2

2
𝑛−1/2

𝑦2

2
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なので,

最後の等号で  のとき

となることを使った. この公式はGauss積分の公式

で  とおけば得られる. 

正の整数  の階乗  をガンマ函数で表すと,

なので,  と積分変数を変換すると,

したがって, 上で準備した結果を使うと,  のとき

これをStirlingの公式(スターリングの公式)と呼ぶ. ここで  は  となることを意味する.

𝑑𝑦 → 𝑑𝑦 = .∫
∞

− 𝑛√
𝑒− 𝑦𝑛√

(
1 +

)
𝑦

𝑛
⎯⎯√

𝑛

∫
∞

−∞
𝑒− /2𝑦2 2𝜋⎯ ⎯⎯⎯√

𝑎 > 0

𝑑𝑦 =∫
∞

−∞
𝑒− /𝑎𝑦2 𝑎𝜋

⎯ ⎯⎯⎯√

𝑑𝑥 =∫
∞

−∞
𝑒−𝑥

2
𝜋
⎯⎯√

𝑥 = 𝑦/ 𝑎
⎯⎯√ □

𝑛 𝑛!

𝑛! = Γ(𝑛 + 1) = 𝑑𝑥∫
∞

0
𝑒−𝑥𝑥𝑛

𝑥 = 𝑛 + 𝑦 = 𝑛(1 + 𝑦/ )𝑛
⎯⎯√ 𝑛

⎯⎯√

𝑛! = 𝑑𝑦.𝑛𝑛𝑒−𝑛 𝑛
⎯⎯

√ ∫
∞

− 𝑛√
𝑒− 𝑦𝑛√

(
1 +

)
𝑦

𝑛
⎯⎯√

𝑛

𝑛 → ∞

𝑛! ∼ = .𝑛𝑛𝑒−𝑛 𝑛
⎯⎯

√ 2𝜋⎯ ⎯⎯⎯√ 𝑛𝑛𝑒−𝑛 2𝜋𝑛⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯√

∼𝑎𝑛 𝑏𝑛 / → 1𝑎𝑛 𝑏𝑛

問題: Stirlingの公式の誤差が  でどの程度であるかを確認せよ. 

次のセルを参照せよ.

𝑛 = 1, 2,… , 10 □
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 が⼤きくなるほどStirlingの公式の相対誤差は⼩さくなる.  の段階ですでに相対誤差は  を切っており,  で相対
誤差は  を切っている.

Stirlingの公式よりも精密に

𝑛 𝑛 = 5 2% 𝑛 = 9
1%

𝑛! = (1 + + 𝑂( ))𝑛𝑛𝑒−𝑛 2𝜋𝑛⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯√
1
12𝑛

𝑛−2

 n         n!      Stirling         Error      Rel.Err.
------------------------------------------------------------
 1          1        0.9221       -0.0779       -0.0779
 2          2        1.9190       -0.0810       -0.0405
 3          6        5.8362       -0.1638       -0.0273
 4         24       23.5062       -0.4938       -0.0206
 5        120      118.0192       -1.9808       -0.0165
 6        720      710.0782       -9.9218       -0.0138
 7       5040     4980.3958      -59.6042       -0.0118
 8      40320    39902.3955     -417.6045       -0.0104
 9     362880   359536.8728    -3343.1272       -0.0092
10    3628800  3598695.6187   -30104.3813       -0.0083

stirling_approx(n) = n^n * exp(-n) * √(2π*n)
error(x, x₀) = x - x₀            # 誤差
relative_error(x, x₀) = x/x₀ - 1 # 相対誤差
 
@printf("%2s %10s %13s %13s %13s\n", "n", "n!", "Stirling", "Error", "Rel.Err.")
println("-"^60)
for n in 1:10
    ft = factorial(n)
    s = stirling_approx(n)
    err = error(s, ft)
    relerr = relative_error(s, ft)
    @printf("%2d %10d %13.4f %13.4f %13.4f\n", n, ft, s, err, relerr)
end

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13



が成⽴することが知られている.  で補正されたStirlingの公式は  の段階ですでに相対誤差が  程度になってい
る:

 の  倍の  が  に近いのは偶然ではなく, 補正されたStirlingの公式の

1/(12𝑛) 𝑛 = 1 0.1%

= 0.92213⋯ , = 0.99898⋯ .
2𝜋⎯ ⎯⎯⎯√
𝑒

2𝜋⎯ ⎯⎯⎯√
𝑒

13
12

= 2.50662⋯2𝜋⎯ ⎯⎯⎯√ 13/12 2.71551⋯ 𝑒 = 2.71828⋯
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In [61]: 

8.3  Stirlingの公式を使うと簡単に解ける⼤学⼊試問題
1988年の東京⼯業⼤学の⼊試問題 (https://www.google.co.jp/search?
q=%E6%9D%B1%E5%B7%A5%E5%A4%A7%E5%85%A5%E8%A9%A6%E5%95%8F%E9%A1%8C+1988+%E6%95%B0%E5%
に次の問題があった.

[5]  を求めよ.

その他にも1968年の東京⼯業⼤学の⼊試問題 (https://www.google.co.jp/search?
q=%E6%9D%B1%E5%B7%A5%E5%A4%A7%E5%85%A5%E8%A9%A6%E5%95%8F%E9%A1%8C+1968+%E6%95%B0%E5%
に次の問題があった.

[5] 次の極限値を求めよ.

これらの問題はStirlingの公式を使うとほぼただちに答えを得ることができる.

前者の問題の解答例: Stirlingの公式を使うと,  のとき

lim
𝑛→∞( )

3𝑛𝐶𝑛

2𝑛𝐶𝑛

1/𝑛

lim
𝑛→∞

1
𝑛

2𝑛𝑃𝑛
⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯√𝑛

𝑛 → ∞

( )
3𝑛𝐶𝑛

2𝑛𝐶𝑛

1/𝑛

= =( )
(3𝑛)!/(2𝑛)!
(2𝑛)!/𝑛!

1/𝑛

( )
(3𝑛)!𝑛!
((2𝑛)!)2

1/𝑛

∼ = .
( )
(3𝑛 ⋅)3𝑛𝑒−3𝑛 2𝜋𝑛⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯√ 𝑛𝑛𝑒−𝑛 2𝜋𝑛⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯√

(2𝑛 2𝜋𝑛)4𝑛𝑒−4𝑛

1/𝑛
33

24

 n         n!    Improved Stirling         Error      Rel.Err.
-----------------------------------------------------------------
 1          1              0.99898      -0.00102      -0.00102
 2          2              1.99896      -0.00104      -0.00052
 3          6              5.99833      -0.00167      -0.00028
 4         24             23.99589      -0.00411      -0.00017
 5        120            119.98615      -0.01385      -0.00012
 6        720            719.94038      -0.05962      -0.00008
 7       5040           5039.68626      -0.31374      -0.00006
 8      40320          40318.04541      -1.95459      -0.00005
 9     362880         362865.91796     -14.08204      -0.00004
10    3628800        3628684.74890    -115.25110      -0.00003

stirling_approx(1) = 0.9221370088957891
stirling_approx1(1) = 0.9989817596371048

√(2π) = 2.5066282746310002
(√(2π) * 13) / 12 = 2.7155139641835837
float(ℯ) = 2.718281828459045

stirling_approx1(n) = n^n * exp(-n) * √(2π*n) * (1 + 1/(12n))
 
@printf("%2s %10s %20s %13s %13s\n", "n", "n!", "Improved Stirling", "Error", "Rel.Err."
println("-"^65)
for n in 1:10
    ft = factorial(n)
    s₁ = stirling_approx1(n)
    err = error(s₁, ft)
    relerr = relative_error(s₁, ft)
    @printf("%2d %10d %20.5f %13.5f %13.5f\n", n, ft, s₁, err, relerr)
end

@show stirling_approx(1)
@show stirling_approx1(1);

@show √(2π)
@show √(2π) * 13/12
@show float(ℯ);
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ゆえに . 

後者の問題の解答例: Stirlingの公式を使うと,  のとき

ゆえに . 

⾼校の教科書にもこの後者の問題が掲載されている.

= =lim
𝑛→∞( )

3𝑛𝐶𝑛

2𝑛𝐶𝑛

1/𝑛 33

24
27
16

□

𝑛 → ∞

1
𝑛

2𝑛𝑃𝑛
⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯√𝑛 = ∼ = .1

𝑛( )
(2𝑛)!
𝑛!

1/𝑛 1
𝑛( )

(2𝑛)2𝑛𝑒−2𝑛 2𝜋𝑛⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯√

𝑛𝑛𝑒−𝑛 2𝜋𝑛⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯√

1/𝑛

22𝑒−1

= =lim
𝑛→∞

1
𝑛

2𝑛𝑃𝑛
⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯√𝑛 22𝑒−1 4

𝑒
□
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In [64]: 

問題: 上で扱った問題をStirlingの公式を使わずに解け. 

ヒント: ⼤学⼊試問題レベルなのでヒントは必要ないと思われるが, 念のためにヒントを与えておく. 対数を取ってから極限を取
ると, 区分求積法によって定積分の計算に極限の計算が帰着する. 

注意: 対数を取ってから積分で近似するというアイデアでStirlingの公式を証明することもできる. 

注意: 以上の話題に関する詳しい解説については

⿊⽊⽞, ガンマ分布の中⼼極限定理とStirlingの公式 (https://genkuroki.github.io/documents/20160501StirlingFormula.pdf)

の第4節を参照せよ. 

注意: Stirlingの公式は場合の数の漸近挙動の分析で基本的な役⽬を果たす. ⼆項係数  の  が⼤きなときの漸近挙動はエ

ントロピーやその  倍の情報量と関係がある. この点に関しては

⿊⽊⽞, Kullback-Leibler情報量とSanovの定理 (https://genkuroki.github.io/documents/20160616KullbackLeibler.pdf)

の解説が詳しい. 統計学の授業で「尤度」(ゆうど)の概念について習うが, 尤度がどうして「尤もらしさ」(もっともらしさ)だと
解釈できるかはSanovの定理について学ばないと理解不可能である. この意味でSanovの定理は⼤数の法則や中⼼極限定理に匹
敵するほど統計学の基礎付けにおいて基本的な結果である. 以上の点は⾚池弘次⽒の論説

□

□

□

□

( )
𝑛

𝑘
𝑛, 𝑘

−1

Out[63]:
=lim

𝑛→∞( )
( )3𝑛𝑛
( )2𝑛𝑛

1/𝑛
27
16

Out[64]:
=lim

𝑛→∞

1
𝑛( )

(2𝑛)!
𝑛!

1/𝑛 4
𝑒

showimg("image/jpeg", "images/Jikkyo20140125Stirling.jpg", scale="80%")

# 前者の問題の SymPy による解
 
n = symbols("n", positive=true)
binom(n,k) = gamma(n+1)/(gamma(k+1)*gamma(n-k+1))
sol = limit((binom(3n,n)/binom(2n,n))^(1/n), n��oo)
latexstring(raw"\ds\lim_{n\to\infty}\left(\frac{\binom{3n}{n}}{\binom{2n}{n}}\right)^{1/

# 後者の問題の SymPy による解
 
n = symbols("n", positive=true)
sol = limit((1/n)*(gamma(2n+1)/gamma(n+1))^(1/n), n��oo)
latexstring(raw"\ds\lim_{n\to\infty}\frac{1}{n}\left(\frac{(2n)!}{n!}\right)^{1/n}=", sy
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⾚池弘次, エントロピーとモデルの尤度(〈講座〉物理学周辺の確率統計)
(https://www.jstage.jst.go.jp/article/butsuri1946/35/7/35_7_608/_article/-char/ja/), ⽇本物理学会誌, 1980年35巻7号, pp. 608-
614
⾚池弘次, 統計的推論のパラダイムの変遷について (https://ismrepo.ism.ac.jp/?
action=pages_view_main&active_action=repository_view_main_item_detail&item_id=32568&item_no=1&page_id=13&block_
統計数理研究所彙報, 27巻1号, pp. 5-12, 1980-03

9  ベータ函数の応⽤
この節では⾼校数学とベータ函数の関係について解説する.

9.1  1/6公式
⼤学受験のために次の公式を「1/6公式」などと呼んで「暗記せよ」と教えている場合もあるようだ:

もちろんそのような数学の教え⽅はよくない. 実はこの公式は⼤学1年のときに習うベータ函数に関する公式の特殊な場合だと
みなされる. ベータ函数は

と定義される.

ベータ函数はガンマ函数によって次のように表わされるのであった(後で証明する):

例えば  となることがわかる. 以下が成⽴している: ,  とおく
と,

これは「1/6公式」の⼤幅な⼀般化になっている.

(𝑥 − 𝑎)(𝑏 − 𝑥) 𝑑𝑥 = .∫
𝑏

𝑎

(𝑏 − 𝑎)3

6

𝐵(𝑝, 𝑞) = (1 − 𝑥 𝑑𝑥 (𝑝, 𝑞 > 0)∫
1

0
𝑥𝑝−1 )𝑞−1

𝐵(𝑝, 𝑞) = .Γ(𝑝)Γ(𝑞)
Γ(𝑝 + 𝑞)

𝐵(2, 2) = Γ(2 /Γ(4) = (1! /3! = 1/6)2 )2 𝑥 = 𝑦 + 𝑎 𝑦 = (𝑏 − 𝑎)𝑧

(𝑥 − 𝑎 (𝑏 − 𝑥 𝑑𝑥 = (𝑏 − 𝑎 − 𝑦 𝑑𝑦∫
𝑏

𝑎

)𝑝−1 )𝑞−1 ∫
𝑏−𝑎

0
𝑦𝑝−1 )𝑞−1

= (𝑏 − 𝑎 (𝑏 − 𝑎 (1 − 𝑧 (𝑏 − 𝑎) 𝑑𝑧∫
1

0
)𝑝−1𝑧𝑝−1 )𝑞−1 )𝑞−1

= (𝑏 − 𝑎 𝐵(𝑝, 𝑞).)𝑝+𝑞−1

問題:  を⽰せ.

略解1:  より  であることがわかる. 

略解2:  において  とおくと,  であることがわかる. 

𝐵(𝑝, 𝑞) = 𝐵(𝑞, 𝑝)

𝐵(𝑝, 𝑞) = Γ(𝑝)Γ(𝑞)/Γ(𝑝 + 𝑞) 𝐵(𝑝, 𝑞) = 𝐵(𝑞, 𝑝) □

𝐵(𝑝, 𝑞) = (1 − 𝑥 𝑑𝑥∫
1

0
𝑥𝑝−1 )𝑞−1 𝑥 = 1 − 𝑦 𝐵(𝑝, 𝑞) = 𝐵(𝑞, 𝑝) □

問題: ⾼校の教科書にある次の問題をベータ函数を⽤いて解け.
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解答例: 求めるべき⾯積を  と書くと,𝑆
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そして,

𝑆 = 2 𝑑𝑥∫
1

0
𝑥(1 − 𝑥)2
⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯
√

= 2 (1 − 𝑥 𝑑𝑥 = 2𝐵(3/2, 2).∫
1

0
𝑥3/2−1 )2−1

Γ(3/2) = Γ(1/2) = ,1
2

𝜋
⎯⎯√
2

Γ(2) = 1! = 1,

Γ(3/2 + 2) = Γ(7/2) = ,5
2
3
2
1
2

𝜋
⎯⎯√

𝑆 = 2𝐵(3/2, 2) = 2Γ(3/2)Γ(2)

In [66]: 

9.2  sinのべきの定積分
 は0以上の整数であるとする. ⾼校数学では

の形の定積分を扱うことがある. これは本質的にベータ函数の特別な場合  に⼀致する. 実際,  とおくと,

特に

より⼀般に

ベータ函数の応⽤範囲は結構広い.

𝑛

= 𝜃 𝑑𝜃𝑆𝑛 ∫
𝜋/2

0
sin𝑛

𝐵(1/2, 𝑞) 𝑥 = 𝜃cos2

𝐵(1/2, 𝑞) = (1 − 𝑥 𝑑𝑥∫
1

0
𝑥−1/2 )𝑞−1

= (cos 𝜃 (sin 𝜃 2 cos 𝜃 sin 𝜃 𝑑𝜃∫
𝜋/2

0
)−1 )2𝑞−2

= 2 (sin 𝜃 𝑑𝜃.∫
𝜋/2

0
)2𝑞−1

𝐵( , ) = 𝜃 𝑑𝜃.1
2

1
2

𝑛 + 1
2 ∫

𝜋/2

0
sin𝑛

𝐵( , ) = 𝜃 𝜃 𝑑𝜃.1
2

𝑚 + 1
2

𝑛 + 1
2 ∫

𝜋/2

0
cos𝑚 sin𝑛

9.3  ガンマ函数とベータ函数の関係
 であると仮定する.

ベータ函数は ,  という積分変数の変換によって

この計算における最後の⾏によるベータ函数の表⽰は統計学における第2種ベータ分布で使⽤され,

 という表⽰は第1種ベータ分布で使⽤される. どちらの表⽰も重要である.

 のとき, 積分変数の変換  によって,

𝑝, 𝑞 > 0

𝑥 = 1/(1 + 𝑡) 𝑑𝑥 = −𝑑𝑡/(1 + 𝑡)2

𝐵(𝑝, 𝑞) = (1 − 𝑥 𝑑𝑥∫
1

0
𝑥𝑝−1 )𝑞−1

= ∫
∞

0

1
(1 + 𝑡)𝑝−1

𝑡𝑞−1

(1 + 𝑡)𝑞−1
𝑑𝑡

(1 + 𝑡)2

= 𝑑𝑡.∫
∞

0

𝑡𝑞−1

(1 + 𝑡)𝑝+𝑞

𝐵(𝑝, 𝑞) = (1 − 𝑥 𝑑𝑥∫
1

0
𝑥𝑝−1 )𝑞−1

𝑎, 𝑏 > 0 𝑥 = 𝑦/𝑎
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x = symbols("x", real=true)
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ガンマ函数はこの形式で⾃然に現われることが⾮常に多い.

以上の準備のもとで,

の積は以下のように計算される.  という積分変数の変換(これは平⾯上の  を傾き  の原点を通る直線と  の値で表
⽰する変数変換であり, それなりの⾃然さを持っている)と積分順序の交換によって,

これで

が⽰された. これと  とおくことによって得られる

より,  のとき  であるから,  を使うと,

さらに,  とおくと,

要するにガンマ函数とベータ函数の関係はGauss積分の公式  を含んでいる.

正規分布の確率密度函数を理解するためには, Gauss積分の公式を理解しておかないといけない. Stirlingの公式の導出でも
Gauss積分の公式を利⽤した. Gauss積分は多くの数学的場⾯に普遍的に現われる重要な積分である.

𝑑𝑥∫
∞

0
𝑒−𝑎𝑥𝑥𝑏−1 = ∫

∞

0
𝑒−𝑦

𝑥𝑏−1

𝑎𝑏−1

𝑑𝑦

𝑎

= 𝑑𝑦 = .1
𝑎𝑏 ∫

∞

0
𝑒−𝑦𝑥𝑏−1

Γ(𝑏)
𝑎𝑏

Γ(𝑝) = 𝑑𝑥, Γ(𝑞) = 𝑑𝑦∫
∞

0
𝑒−𝑥𝑥𝑝−1 ∫

∞

0
𝑒−𝑦𝑦𝑝−1

𝑦 = 𝑡𝑥 (𝑥, 𝑦) 𝑡 𝑥

Γ(𝑝)Γ(𝑞) = ( 𝑑𝑦) 𝑑𝑥∫
∞

0 ∫
∞

0
𝑒−𝑥−𝑦𝑥𝑝−1𝑦𝑞−1

= ( (𝑡𝑥 𝑥 𝑑𝑡) 𝑑𝑥∫
∞

0 ∫
∞

0
𝑒−𝑥−𝑦𝑥𝑝−1 )𝑞−1

= ( (𝑡𝑥 𝑥 𝑑𝑡) 𝑑𝑥∫
∞

0 ∫
∞

0
𝑒−𝑥−𝑡𝑥𝑥𝑝−1 )𝑞−1

= ( 𝑑𝑡) 𝑑𝑥∫
∞

0 ∫
∞

0
𝑡𝑞−1𝑒−(1+𝑡)𝑥𝑥𝑝+𝑞−1

= ( 𝑑𝑥) 𝑑𝑡∫
∞

0 ∫
∞

0
𝑡𝑞−1𝑒−(1+𝑡)𝑥𝑥𝑝+𝑞−1

= 𝑑𝑡∫
∞

0
𝑡𝑞−1

Γ(𝑝 + 𝑞)
(1 + 𝑡)𝑝+𝑞

= Γ(𝑝 + 𝑞) 𝑑𝑡∫
∞

0

𝑡𝑞−1

(1 + 𝑡)𝑝+𝑞
= Γ(𝑝 + 𝑞)𝐵(𝑝, 𝑞).

Γ(𝑝)Γ(𝑞) = Γ(𝑝 + 𝑞)𝐵(𝑝, 𝑞)

𝑥 = 𝜃cos2

𝐵(𝑝, 𝑞) = (1 − 𝑥 𝑑𝑥∫
1

0
𝑥𝑝−1 )𝑞−1

= 2 (cos 𝜃 (sin 𝜃 𝑑𝜃∫
𝜋/2

0
)2𝑝−1 )2𝑞−1

𝑝, 𝑞 = 1/2 𝐵(1/2, 1/2) = 𝜋 Γ(1) = 𝑑𝑥 = [− = 1∫
∞

0
𝑒−𝑥 𝑒−𝑥]∞0

Γ(1/2 = Γ(1)𝐵(1/2, 1/2) = 𝜋, ∴ Γ(1/2) = .)2 𝜋
⎯⎯√

𝑥 = 𝑦
⎯⎯

√

𝑑𝑥∫
∞

−∞
𝑒−𝑥

2 = 2 𝑑𝑥∫
∞

0
𝑒−𝑥

2

= 𝑑𝑥 = Γ(1/2) = .∫
∞

0
𝑒−𝑦𝑦−1/2 𝜋

⎯⎯√

𝑑𝑥 =∫
∞

−∞
𝑒−𝑥

2
𝜋
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9.4  ベータ函数の極限によるガンマ函数の表⽰とWallisの公式

 において, , ,  とおいて,  とすると,

特に  のとき

ベータ函数の三⾓函数を⽤いた表⽰を使うと,

 のべきの  から  での定積分はGauss積分  の計算にこのような形で関係している.

 が正の整数のとき,

𝐵(𝑝, 𝑞) = (1 − 𝑥 𝑑𝑥∫
1

0
𝑥𝑝−1 )𝑞−1 𝑝 = 𝑠 𝑞 = 𝑛 + 1 𝑥 = 𝑡/𝑛 𝑛 → ∞

𝐵(𝑠, 𝑛 + 1)𝑛𝑠 = (1 − 𝑥 𝑑𝑥𝑛𝑠 ∫
1

0
𝑥𝑠−1 )𝑛

= 𝑑𝑥∫
𝑛

0
𝑡𝑠−1(1 − )

𝑡

𝑛

𝑛

→ 𝑑𝑡 = Γ(𝑠).∫
∞

0
𝑡𝑠−1𝑒−𝑡

𝑠 = 1/2

𝐵(1/2, 𝑛 + 1) → Γ(1/2) = .𝑛
⎯⎯

√ 𝜋
⎯⎯√

2 (cos 𝜃 (sin 𝜃 𝑑𝜃 → Γ(𝑠), 2 (sin 𝜃 𝑑𝜃 → Γ(1/2).𝑛𝑠 ∫
𝜋/2

0
)2𝑠−1 )2𝑛+1 𝑛

⎯⎯
√ ∫

𝜋/2

0
)2𝑛+1

sin 0 𝜋/2 Γ(1/2) = 𝑑𝑥∫
∞

−∞
𝑒−𝑥

2

𝑛

showimg("image/jpeg", "images/Gamma-Beta-02.jpg", scale="60%")1



ここで, ,  を使った.  より,

すなわち

が⽰された. これをWallisの公式(ウォリスの公式)と呼ぶ. これとは⾒掛け上異なる同値な結果

Γ(𝑛 + 1) = 𝑛!, Γ(1/2) = ,𝜋⎯⎯√

Γ(𝑛 + 1/2) = ⋯2𝑛 − 1
2

3
2
1
2 𝜋
⎯⎯√

= = ,1 ⋅ 3⋯ (2𝑛 − 1)
2𝑛

2 ⋅ 4⋯ (2𝑛)
𝑛!2𝑛

𝜋
⎯⎯√

(2𝑛)!
𝑛!22𝑛

𝜋
⎯⎯√

Γ(𝑛 + 1 + 1/2) = (𝑛 + 1/2)Γ(𝑛 + 1/2) = ,2𝑛 + 1
2

(2𝑛)!
𝑛!22𝑛

𝜋⎯⎯√

=1
𝐵(1/2, 𝑛 + 1)𝑛
⎯⎯√

Γ(𝑛 + 1 + 1/2)
Γ(1/2)Γ(𝑛 + 1)𝑛
⎯⎯√

= ⋅2𝑛 + 1
2

(2𝑛)!
𝑛!22𝑛

𝜋⎯⎯√
1

𝑛!𝑛
⎯⎯√ 𝜋
⎯⎯√

= ( ) → = (𝑛 → ∞).2𝑛 + 1
2𝑛

𝑛
⎯⎯√

1
22𝑛

2𝑛
𝑛

1
Γ(1/2)

1
𝜋
⎯⎯√

=2𝑛 + 1
2 𝑛
⎯⎯√

2𝑛 + 1
2𝑛

𝑛
⎯⎯

√ = ( )
(2𝑛)!
𝑛!𝑛!

2𝑛
𝑛

→ 12𝑛 + 1
2𝑛

( ) → .𝑛
⎯⎯

√
1
22𝑛

2𝑛
𝑛

1
𝜋
⎯⎯√

( ) ∼
1
22𝑛

2𝑛
𝑛

1
𝜋𝑛
⎯ ⎯⎯⎯√

=∏
𝑛=1

∞ (2𝑛)(2𝑛)
(2𝑛 − 1)(2𝑛 + 1)

𝜋
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参考: 以上で扱った⼤学レベルの微分積分学については

⿊⽊⽞, 微分積分学のノート (https://github.com/genkuroki/Calculus/blob/master/README.md)
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を参照せよ. 例えば, Wallisの公式については「10 Gauss積分, ガンマ函数, ベータ函数」「12 Fourier解析」に⾮常に詳しい解説

9.5  Gaussの超幾何函数への⼀般化

 型の積分は本質的にベータ函数とみなせるのであった. これを

に⼀般化するとどうなるか. このような⼀般化は⾼校⽣でも⾃然に思い付きそうである.

とおくと,

Gaussの超幾何函数  が

と定義される. 上の積分  は本質的にGaussの超幾何函数である.

このように⾼校⽣が取り扱いに挑戦しそうなちょっとした積分であっても, 本質的にGaussの超幾何函数になってしまうことが
ある. ⾼校⽣に微積分を教える予定がある⼈はGaussの超幾何函数についても知っておいた⽅がよいだろう.

(𝑥 − 𝑎 (𝑏 − 𝑥 𝑑𝑥∫
𝑏

𝑎

)𝐴 )𝐵

𝐼 = (𝑥 − 𝑎 (𝑏 − 𝑥 (𝑐 − 𝑥 𝑑𝑥∫
𝑏

𝑎

)𝐴 )𝐵 )𝐶

𝑥 = (1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏 = 𝑎 + (𝑏 − 𝑎)𝑡 = 𝑏 − (𝑏 − 𝑎)(1 − 𝑡), 𝑧 = 𝑏 − 𝑎

𝑐 − 𝑎

𝐼 = (𝑏 − 𝑎 (𝑐 − 𝑎 (1 − 𝑡 (1 − 𝑧𝑡 𝑑𝑡.)𝐴+𝐵+1 )𝐶 ∫
1

0
𝑡𝐴 )𝐵 )𝐶

(𝑎, 𝑏, 𝑐; 𝑧)2𝐹1

(𝑎, 𝑏, 𝑐; 𝑧) = (1 − 𝑡 (1 − 𝑧𝑡 𝑑𝑡2𝐹1
1

𝐵(𝑎, 𝑐 − 𝑎) ∫
1

0
𝑡𝑎−1 )𝑐−𝑎−1 )−𝑏

𝐼

9.6  Kummerの超幾何函数

 型の積分は

という型の積分にも⼀般化される.  の場合が本質的にベータ函数の場合である. この積分は

とおくと, 次のように書き直される:

Kummerの超幾何函数  が

と定義される. 上の積分  は本質的にKummerの超幾何函数である.

Kummerの超幾何函数はGaussの超幾何函数で

とおいて  とすれば得られる:  のとき

この⼿続きは  における特異点を  における特異点に合流させる⼿続きになっており, Kummerの超幾何函数は合
流型超幾何函数と呼ばれる超幾何函数の⼀族のうちの1つになっている.

Gauss積分(  に等しい), ガンマ函数 , ベータ函数 , Gaussの超幾何函数 , Kummerの超幾何函数
 などは特殊函数の広い⼀族の⼀部分になっており, ⾼校数学でも⾃然に出て来てしまうものだと⾔える.

この点に関してはツイッターにおける以下のスレッドも参照せよ:

(𝑥 − 𝑎 (𝑏 − 𝑥 𝑑𝑥∫
𝑏

𝑎

)𝐴 )𝐵

𝐽 = (𝑥 − 𝑎 (𝑏 − 𝑥 𝑑𝑥∫
𝑏

𝑎

)𝐴 )𝐵𝑒𝑟𝑥

𝑟 = 0

𝑥 = (1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏 = 𝑎 + (𝑏 − 𝑎)𝑡 = 𝑏 − (𝑏 − 𝑎)(1 − 𝑡), 𝑧 = (𝑏 − 𝑎)𝑟

𝐽 = (𝑏 − 𝑎 (1 − 𝑡 𝑑𝑡.)𝐴+𝐵+1𝑒𝑟𝑎 ∫
1

0
𝑡
𝐴 )𝐵𝑒𝑧𝑡

(𝑎, 𝑐; 𝑧)1𝐹1

(𝑎, 𝑐; 𝑧) = (1 − 𝑡 𝑑𝑡1𝐹1
1

𝐵(𝑎, 𝑐 − 𝑎) ∫
1

0
𝑡𝑎−1 )𝑐−𝑎−1𝑒𝑧𝑡

𝐽

𝑧 = 𝑧

𝑏

𝑏 → ∞ 𝑏 → ∞

(𝑎, 𝑏, 𝑐; )2𝐹1
𝑧

𝑏
= (1 − 𝑡 𝑑𝑡

1
𝐵(𝑎, 𝑐 − 𝑎) ∫

1

0
𝑡𝑎−1 )𝑐−𝑎−1(1 − )

𝑧𝑡

𝑏

−𝑏

→ (1 − 𝑡 𝑑𝑡 = (𝑎, 𝑐; 𝑧).1
𝐵(𝑎, 𝑐 − 𝑎) ∫

1

0
𝑡𝑎−1 )𝑐−𝑎−1𝑒𝑧𝑡 1𝐹1

𝑧 = 𝑏/𝑡 𝑧 = ∞

Γ(1/2) Γ(𝑠) 𝐵(𝑎, 𝑏) (𝑎, 𝑏, 𝑐; 𝑧)2𝐹1
(𝑎, 𝑐; 𝑧)1𝐹1
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ベータ函数の現れ⽅(1)

ベータ函数の現れ⽅(2)
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ガンマ函数の基礎

Gaussの超幾何函数の現れ⽅(1)
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Gaussの超幾何函数の現れ⽅(2)

Kummerの超幾何函数の現れ⽅
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ガンマ函数と正弦函数の関係

display("text/html", "<h4>ガンマ函数と正弦函数の関係</h4>")
showimg("image/jpeg", "images/Beta-Gamma-Gauss-Kummer-07.jpg", scale="70%")

1
2



In [77]: 

10  Taylor展開
例えば, 実教出版の⾼校数学の教科書『数学III』2014年1⽉25⽇発⾏の終わりの⽅にはCauchyの平均値の定理の応⽤として
Taylorの公式を⽰す議論が載っている. その証明法は⾼⽊貞治『解析概論』におけるTaylorの公式の証明法と同じである. 以下で
はより「初等的」な証明を解説する.

10.1  Taylorの公式の証明
以下では微分積分学の基本定理(微分して積分するとものとの函数に戻るという意味の公式)

のみを⽤いたTaylorの公式のシンプルな証明法を紹介する. 以下の⽅針であれば⾼⽊貞治『解析概論』におけるTaylorの公式の
証明法と違って誰でも容易に理解できるものと思われる.

以下では繰り返し函数を積分する. そのとき括弧の使⽤量を減らすために積分を

の右辺のように書く場合もある. 例えば,

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) + ( ) 𝑑∫
𝑥

𝑎

𝑓 ′ 𝑥1 𝑥1

𝑔( ) 𝑑 = 𝑑 𝑔( )∫
𝑥

𝑎

𝑥1 𝑥1 ∫
𝑥

𝑎

𝑥1 𝑥1

Hurwitzのゼータ函数とガンマ函数の関係
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右辺の書き⽅であれば括弧の使⽤量を⼤幅に減らすことができる.

以下,  であると仮定し,  は  級(  回微分可能で  は連続)であると仮定する. ⼀般の  についても以下の議論は
同様に適⽤できる.  を  から  まで積分すると

両辺を  から  まで積分すると

両辺を  から  まで積分すると

両辺を  から  まで積分すると

⼀般の  では以下が成⽴する:

これをTaylorの公式と呼び,  を剰余項と呼ぶ.

( ( 𝑔( ) 𝑑 ) 𝑑 ) 𝑑∫
𝑥

𝑎 ∫
𝑥1

𝑎 ∫
𝑥2

𝑎

𝑥3 𝑥3 𝑥2 𝑥1

= 𝑑 𝑑 𝑑 𝑔( ).∫
𝑥

𝑎

𝑥1 ∫
𝑥1

𝑎

𝑥2 ∫
𝑥2

𝑎

𝑥3 𝑥3

𝑛 = 4 𝑓(𝑥) 𝐶 𝑛 𝑛 𝑓 (𝑛) 𝑛

( )𝑓 (4) 𝑥4 = 𝑎𝑥4 =𝑥4 𝑥3

( ) = (𝑎) + 𝑑 ( ).𝑓‴ 𝑥3 𝑓‴ ∫
𝑥3

𝑎

𝑥4 𝑓
(4) 𝑥4

= 𝑎𝑥3 =𝑥3 𝑥2

( )𝑓″ 𝑥2 = (𝑎) + 𝑑 ( )𝑓″ ∫
𝑥2

𝑎

𝑥3 𝑓
‴ 𝑥3

= (𝑎) + (𝑎)( − 𝑎) + 𝑑 𝑑 ( ).𝑓″ 𝑓‴ 𝑥2 ∫
𝑥2

𝑎

𝑥3 ∫
𝑥3

𝑎

𝑥4 𝑓
(4) 𝑥4

= 𝑎𝑥2 =𝑥2 𝑥1

( )𝑓 ′ 𝑥1

𝑄

= (𝑎) + 𝑑 ( )𝑓 ′ ∫
𝑥1

𝑎

𝑥2 𝑓
″ 𝑥2

= (𝑎) + (𝑎)( − 𝑎) + (𝑎) + 𝑄,𝑓 ′ 𝑓″ 𝑥1 𝑓‴
( − 𝑎𝑥1 )2

2

= 𝑑 𝑑 𝑑 ( ).∫
𝑥1

𝑎

𝑥2 ∫
𝑥2

𝑎

𝑥3 ∫
𝑥3

𝑎

𝑥4 𝑓
(4) 𝑥4

= 𝑎𝑥1 = 𝑥𝑥1

𝑓(𝑥)

𝑅4

= 𝑓(𝑎) + 𝑑 ( )∫
𝑥

𝑎

𝑥1 𝑓
′ 𝑥1

= 𝑓(𝑎) + (𝑎)(𝑥 − 𝑎) + (𝑎) + (𝑎) + ,𝑓 ′ 𝑓″
(𝑥 − 𝑎)2

2
𝑓‴

(𝑥 − 𝑎)3

3!
𝑅4

= 𝑑 𝑑 𝑑 𝑑 ( ).∫
𝑥

𝑎

𝑥1 ∫
𝑥1

𝑎

𝑥2 ∫
𝑥2

𝑎

𝑥3 ∫
𝑥3

𝑎

𝑥4 𝑓
(4) 𝑥4

𝑛

𝑓(𝑥) = (𝑎) + ,∑
𝑘=0

𝑛−1

𝑓 (𝑘)
(𝑥 − 𝑎)𝑘

𝑘!
𝑅𝑛

= 𝑑 𝑑 ⋯ 𝑑 ( ).𝑅𝑛 ∫
𝑥

𝑎

𝑥1 ∫
𝑥1

𝑎

𝑥2 ∫
𝑥𝑛−1

𝑎

𝑥𝑛 𝑓
(𝑛) 𝑥𝑛

𝑅𝑛

( )𝑘

10.2  Taylorの公式の剰余項の評価 (1)
 の絶対値の⼤きさの評価不等式を作ろう. ある定数  が存在して,  と  のあいだの実数  について 

が成⽴しているとする. このとき,

したがって, もしも  のとき  が成⽴しているならば, Taylor展開

が成⽴する.

例: ,  の場合を考えよう. このとき,  と  より,  となる.  であるとし,
 であると仮定する.  と  のあいだの実数  について,  となる. したがって,

𝑅𝑛 𝑀𝑛 𝑎 𝑥 𝑥𝑛 | ( )| ≦𝑓 (𝑛) 𝑥𝑛 𝑀𝑛

| | ≦ 𝑑 𝑑 ⋯ 𝑑 = .𝑅𝑛

|

|
||∫

𝑥

𝑎

𝑥1 ∫
𝑥1

𝑎

𝑥2 ∫
𝑥𝑛−1

𝑎

𝑥𝑛𝑀𝑛

|

|
||

|𝑥 − 𝑎𝑀𝑛 |𝑛

𝑛!

𝑛 → ∞ → 0|𝑥 − 𝑎𝑀𝑛 |𝑛

𝑛!

𝑓(𝑥) = (𝑎)∑
𝑘=0

∞

𝑓 (𝑘)
(𝑥 − 𝑎)𝑘

𝑘!

𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 𝑎 = 0 (𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑓 ′ 𝑓(0) = 1 (0) = 1𝑓 (𝑘) 𝑟 > 0
|𝑥| ≦ 𝑟 0 𝑥 𝑥𝑛 0 < ( ) = 𝑓( ) ≦ 𝑓(𝑟) =𝑓 (𝑛) 𝑥𝑛 𝑥𝑛 𝑒𝑟

= 𝑓(𝑥) = (0) + = +𝑒𝑥 ∑
𝑘=0

𝑛−1

𝑓 (𝑘)
𝑥𝑘

𝑘!
𝑅𝑛 ∑

𝑘=0

𝑛−1
𝑥𝑘

𝑘!
𝑅𝑛



でかつ

 は幾らでも⼤きくできるので,  がどんなに⼤きくても,

が成⽴している. 

| | ≦ ≦ → 0 (𝑛 → ∞).𝑅𝑛

|𝑥𝑒𝑟 |𝑛

𝑛!
𝑒𝑟 𝑟𝑛

𝑛!

𝑟 |𝑥|

=𝑒𝑥 ∑
𝑘=0

∞
𝑥𝑘

𝑘!

□

10.3  Taylorの公式の剰余項の評価 (2)
 ⾃体の⼤きさの評価式も同様にして作れる.

簡単のため  であると仮定する.

 において  が成⽴しているとする. このとき,

すなわち

ゆえに,

,  の値を具体的に求められる場合にはこの不等式を⽤いて  が含まれる範囲が分かる.

𝑅𝑛

𝑎 < 𝑥

𝑎 ≦ 𝑡 ≦ 𝑥 𝐴 ≦ (𝑡) ≦ 𝐵𝑓 (𝑛)

𝑑 𝑑 ⋯ 𝑑 𝐴∫
𝑥

𝑎

𝑥1 ∫
𝑥1

𝑎

𝑥2 ∫
𝑥𝑛−1

𝑎

𝑥𝑛

≦ = 𝑑 𝑑 ⋯ 𝑑 ( )𝑅𝑛 ∫
𝑥

𝑎

𝑥1 ∫
𝑥1

𝑎

𝑥2 ∫
𝑥𝑛−1

𝑎

𝑥𝑛 𝑓
(𝑛) 𝑥𝑛

≦ 𝑑 𝑑 ⋯ 𝑑 𝐵.∫
𝑥

𝑎

𝑥1 ∫
𝑥1

𝑎

𝑥2 ∫
𝑥𝑛−1

𝑎

𝑥𝑛

𝐴 ≦ ≦ 𝐵 .(𝑥 − 𝑎)𝑛

𝑛!
𝑅𝑛

(𝑥 − 𝑎)𝑛

𝑛!

(𝑎) + 𝐴 ≦ 𝑓(𝑥) ≦ (𝑎) + 𝐵 .∑
𝑘=0

∞

𝑓 (𝑘)
(𝑥 − 𝑎)𝑘

𝑘!
(𝑥 − 𝑎)𝑛

𝑛! ∑
𝑘=0

∞

𝑓 (𝑘)
(𝑥 − 𝑎)𝑘

𝑘!
(𝑥 − 𝑎)𝑛

𝑛!

𝐴 𝐵 𝑓(𝑥)

例:  のとき,  とし,  において  であるとする,

,  と仮定する. このとき,

なので, 特に  は単調増加函数になり,  より,  を

ととれる. ゆえに,

例えば, ,  のとき, ,  より,

ゆえに,

このようにして  の値を⼩数点以下第2桁まで求めることができる. 

𝑛 = 2 𝑎 < 𝑥 𝑎 ≦ 𝑡 ≦ 𝑥 𝐴 ≦ (𝑡) ≦ 𝐵𝑓″

𝑓(𝑎) + (𝑎)(𝑥 − 𝑎) + 𝐴 ≦ 𝑓(𝑥) ≦ 𝑓(𝑎) + (𝑎)(𝑥 − 𝑎) + 𝐵 .𝑓 ′
(𝑥 − 𝑎)2

2
𝑓 ′

(𝑥 − 𝑎)2

2

𝑓(𝑡) = 𝑡√ 0 < 𝑎 < 𝑥

(𝑡) = = , (𝑡) = − = −𝑓 ′
1
2
𝑡−1\2

1
2 𝑡√

𝑓″
1
4
𝑡−3/2

1
4𝑡 𝑡√

(𝑡)𝑓″ 𝑎 < 𝑥 𝐴,𝐵

𝐴 = (𝑎) = − , 𝐵 = (𝑥) = −𝑓″
1

4𝑎 𝑎
⎯⎯√

𝑓″
1

4𝑥 𝑥
⎯⎯√

+ − ≦ ≦ + − .𝑎⎯⎯√
𝑥 − 𝑎

2 𝑎
⎯⎯√

(𝑥 − 𝑎)2

8𝑎 𝑎
⎯⎯√

𝑥
⎯⎯√ 𝑎⎯⎯√

𝑥 − 𝑎

2 𝑎
⎯⎯√

(𝑥 − 𝑎)2

8𝑥 𝑥
⎯⎯√

𝑥 = 10 𝑎 = 9 = 39⎯⎯√ < = 410⎯ ⎯⎯⎯√ 16⎯ ⎯⎯⎯√

3 + − ≦ < 3 + − .1
2 ⋅ 3

1
8 ⋅ 9 ⋅ 3

10⎯ ⎯⎯⎯√
1
2 ⋅ 3

1
8 ⋅ 10 ⋅ 4

3.162 < < 3.164.10⎯ ⎯⎯⎯√

≈ 3.162277660168379510⎯ ⎯⎯⎯√ □
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10.4  有名な交代級数の例
例: 以下の例のように剰余項の別の積分表⽰を使ってTaylor展開の収束を⽰せる場合もある. 等⽐数列の和の公式より,  の
とき,

なので

両辺を  から  まで積分すると

そして,  のとき,  ならば

したがって,  のとき

この公式はよく使われる.

以上の  を  で置き換えると,  のとき,

 のとき  ならば  となるので,

これは  ならば  で  に収束する. ゆえに,  のとき

特に  のとき

これは有名な交代級数である. 

𝑥 ≠ 1

1 + 𝑥 + + ⋯ + =𝑥2 𝑥𝑛−2
1 − 𝑥𝑛−1

1 − 𝑥

= 1 + 𝑥 + + ⋯ + + .1
1 − 𝑥

𝑥2 𝑥𝑛−2
𝑥𝑛−1

1 − 𝑥

0 𝑥

− log(1 − 𝑥) = 𝑥 + + + ⋯ + + 𝑑𝑡.𝑥2

2
𝑥3

3
𝑥𝑛−1

𝑛 − 1 ∫
𝑥

0

𝑡𝑛−1

1 − 𝑡

|𝑥| < 1 𝑛 → ∞

𝑑𝑡 ≦ 𝑑𝑡 = → 0.
|

|
||∫

𝑥

0

𝑡𝑛−1

1 − 𝑡

|

|
||

1
1 − |𝑥|

|

|
||∫

𝑥

0
𝑡𝑛−1

|

|
||

1
1 − |𝑥|

|𝑥|𝑛

𝑛

|𝑥| < 1

− log(1 − 𝑥) = = 𝑥 + + + ⋯ .∑
𝑘=1

∞
𝑥𝑘

𝑘

𝑥2

2
𝑥3

3

𝑥 −𝑥 𝑥 ≠ −1

log(1 + 𝑥) = 𝑥 − + − ⋯ + (−1𝑥2

2
𝑥3

3
)𝑛−2 𝑥

𝑛−1

𝑛 − 1

+ (−1 𝑑𝑡.)𝑛−1 ∫
𝑥

0

𝑡𝑛−1

1 + 𝑡

𝑥 ≧ 0 0 ≦ 𝑡 ≦ 𝑥 1/(1 + 𝑡) ≦ 1

0 ≦ 𝑑𝑡 ≦ 𝑑𝑡 = .∫
𝑥

0

𝑡𝑛−1

1 + 𝑡 ∫
𝑥

0
𝑡𝑛−1

𝑥𝑛

𝑛

0 ≦ 𝑥 ≦ 1 𝑛 → ∞ 0 0 ≦ 𝑥 ≦ 1

log(1 + 𝑥) = 𝑥 − + − + ⋯ .𝑥2

2
𝑥3

3
𝑥4

4

𝑥 = 1

log 2 = 1 − + − + ⋯ .1
2

1
3

1
4

□
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例: 次の公式から出発して1つ上の例と同様の議論を⾏ってみよう:

1 + (− ) + (− + (− + ⋯ + (− = .𝑥2 𝑥2)2 𝑥2)3 𝑥2)𝑛−1 1 − (−𝑥2)𝑛

1 + 𝑥2

3 + 1 / (2 * 3) = 3.1666666666666665
(3 + 1 / (2 * 3)) - 1 / (8 * 9 * 3) = 3.1620370370370368
(3 + 1 / (2 * 3)) - 1 / (8 * 10 * 4) = 3.1635416666666667
√10 = 3.1622776601683795

log(2) = 0.6931471805599453
sum(((-1) ^ (k - 1) / k for k = 1:10 ^ 8)) = 0.6931471755604192

@show 3 + 1/(2*3)
@show 3 + 1/(2*3) - 1/(8*9*3)
@show 3 + 1/(2*3) - 1/(8*10*4)
@show √10;

@show log(2);
@show sum((-1)^(k-1)/k for k in 1:10^8);

1
2
3
4

1
2



これより,

 であるとし, 両辺を  から  まで積分すると,

そして,

これは  ならば  で  に収束するので,

が成⽴している. 特に  のとき,

これも有名な交代級数である. Leibniz級数(ライプニッツ級数)と呼ばれているらしい. 

= 1 − + − + ⋯ + (−1 + (−1 .1
1 + 𝑥2

𝑥2 𝑥4 𝑥6 )𝑛−1𝑥2𝑛−2 )𝑛 𝑥2𝑛

1 + 𝑥2

𝑥 ≧ 0 0 𝑥

arctan 𝑥 = ∫
𝑥

0

𝑑𝑡

1 + 𝑡2

= 𝑥 − + − + ⋯ + (−1𝑥3

3
𝑥5

5
𝑥7

7
)𝑛−1 𝑥2𝑛−1

2𝑛 − 1

+ (−1 𝑑𝑡.)𝑛 ∫
𝑥

0

𝑡2𝑛

1 + 𝑡2

0 ≦ 𝑑𝑡 ≦ 𝑑𝑡 = .∫
𝑥

0

𝑡2𝑛

1 + 𝑡2 ∫
𝑥

0
𝑡2𝑛

𝑥2𝑛+1

2𝑛 + 1

0 ≦ 𝑥 ≦ 1 𝑛 → ∞ 0

arctan 𝑥 = (−1 = 𝑥 − + − + ⋯∑
𝑘=1

∞

)𝑘−1 𝑥2𝑘−1

2𝑘 − 1
𝑥3

3
𝑥5

5
𝑥7

7

𝑥 = 1

= (−1 = 1 − + − + ⋯ .𝜋

4 ∑
𝑘=1

∞

)𝑘−1 1
2𝑘 − 1

1
3

1
5

1
7

□
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注意: Leibniz級数の収束は⾮常に遅い. Euler変換による収束の加速の仕⽅については

交代ゼータ函数のオイラー変換 (https://nbviewer.org/gist/genkuroki/4a8fea5e2ed1b4e3b737c99acf237042)

を参照せよ.

π / 4 = 0.7853981633974483
sum(((-1) ^ (k - 1) / (2k - 1) for k = 1:10 ^ 8)) = 0.7853981608973315

@show π/4;
@show sum((-1)^(k-1)/(2k-1) for k in 1:10^8);

1
2

https://nbviewer.org/gist/genkuroki/4a8fea5e2ed1b4e3b737c99acf237042
https://nbviewer.org/gist/genkuroki/4a8fea5e2ed1b4e3b737c99acf237042

