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Notation

添字の i と虚数単位を区別するために, 虚数単位を ı と書くことにする.

1 Sato-Miwa-Jimbo, Holonomic quantum fields II

Sato-Miwa-Jimboの Holonomic quantum fields II [7]には複素射影直線上の確定特異点
型接続のモノドロミー保存変形の線形問題の解 (Riemann-Hilbert 問題の解) を charged

Fermions の場の理論 (ホロノミック量子場の理論) における相関函数で表わす方法が書い
てある ([2] p.108 も見よ). それは次のような形をしている:

Yij(z) = (w − z)
〈ψ∗i (w)ψj(z)V1(t1) · · ·VN(tN)〉

〈V1(t1) · · ·VN(tN)〉 .

ここで, ψj(z) と ψ∗i (w) はそれぞれ +1, −1 の charge (電荷) を持つ charged Fermion で
あり, Va(ta) は点 ta でのモノドロミーを発生させる場である.
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上の式で行列成分が定義された n× n 行列値多価函数 Y (z) = [Yij(z)]ni,j=1 は以下の性
質を持っている:

(1) Y (z) は複素射影直線上で t1, . . . , tN のみに特異点を持ち, 他では正則な n × n 複素
行列値多価函数である. しかも, 各 ta では次のような展開を持つ:

Y (z) = (ta の近傍で正則な GLn(C) 値函数)(z − ta)
La ;

(2) Y (w) = E (正規化の条件).

ここで E は単位行列であり, ∗ は t1, . . . , tN の n× n 行列値函数であり, La は n× n 行
列である.

このとき, w から出発して ta のまわりを一回転して w に戻る経路 γa に沿った解析接
続によって, Y (w) = E は Y (w)e2πıLa = e2πıLa に変換される. Ma := e2πıLa をモノドロ
ミー行列と呼ぶ.

実際には Sato-Miwa-Jimbo [7] では, 複素平面上の場の理論 (共形場理論) ではなく, w

と t1, . . . , tN たちを繋ぐ実閉曲線上の場の理論を積分方程式の理論を用いて構成している.

それを hyperfunction の要領で複素領域に拡張すると上のような多価函数が得られる.

Sato-Miwa-Jimbo [7] の意味での holonomic quantum fields の理論は複素領域ではな
く, 実 1次元の空間上の場の理論であり, 積分方程式を本質的に用いているので, 筆者は
Sato-Miwa-Jimbo 理論と共形場理論はまったく異なる理論だとずっと思っていた.

2 Korotkin の解と Krichever 構成と共形場理論の関係
Korotkin の仕事 (関連の最も最近の仕事は math-ph/0306061 [4]) によれば, モノドロ
ミー行列 Ma がすべて準置換行列 (各行各列に 0 でない成分がちょうど 1つしかないよう
な行列) である場合には, 前節で説明した性質を持つ行列値多価函数 Y (z) が複素射影直
線の分岐被覆に付随する Riemann のテータ函数で書ける. (分岐被覆の分岐点はすべてあ
る ta の上にある.)

しかも, その式 (math-ph/0306061 [4] の (4.6)) をじっと眺めると, それはほとんど KP

階層の準周期解の Baker-Akhiezer 函数の形をしていることがわかる. 「ほとんど」とい
う形容詞を付けなければいけない理由は, 通常の Baker-Akhiezer 函数とは異なり, 準置換
行列の 1 でない成分に対応するモノドロミーを出すためにその函数が多価函数になって
いるからである.

そのように一般化された Baker-Akhiezer函数はすでに Kricheverらによって構成されて
いる. たとえば, hep-th/9704090 [5] の (2.3) を見よ. その式をじっと眺めると, Korotkin

による準置換モノドロミーを持つRiemann-Hilbert問題の解 (math-ph/0306061 [4] (4.6))

とKricheverらが構成した拡張された Baker-Akhiezer函数 (hep-th/9704090 [5] (2.3))は
本質的に同じ函数であることがわかる. (ただし, そのことを確かめるためには, コンパク
ト Riemann 面の Jacobian 上のRiemann のテータ函数や prime form の理論に関する知
識が必要である.)

さらに, 共形場理論の言葉を用いれば, Korotkin と Krichever らが構成したコンパクト
Riemann 面上の複素数値多価函数 y(z) (行列値函数ではない) は次のように共形場理論
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の相関函数で書けることがわかる:

S(z) =
〈0|ψ∗(w)ψ(z)v1(t1) · · · vN(tN)|Z〉

〈0|v1(t1) · · · vN(tN)|Z〉 .

ここで, ψ(z), ψ∗(w) は charged Fermions であり, |Z〉 はコンパクト Riemann 面に付随す
る幾何的データに対応する状態ベクトルであり, 場 va(ta) は charged Fermions に対応す
る scalar Boson ϕ(t) から構成される bosonic vertex operator である:

va(ta) = :eλaϕ(ta):.

コンパクト Riemann 面が複素射影直線の分岐被覆になっていれば, そのコンパクトRie-

mann 面上の複素数値多価函数 y(z) を複素射影直線の上に射影すればベクトル値多価函
数が得られます. 局所的に基底を取れば行列値多価函数が得られ, それが実は Korotkinの
解に一致している.

そして, 上の S(z) の式の分母が τ 函数である:

τ(t1, . . . , tN) = 〈0|v1(t1) · · · vN(tN)|Z〉.

ta を動かす変形は Virasoro 代数の作用で定義されるものと一致している.

結論: 複素射影直線上の準置換モノドロミーを持つ Riemann-Hilbert 問題の解は複素射
影直線の分岐被覆上の Abelian な共形場理論の相関函数で表わされる.

ここで「Abelian」という用語を使用した理由は次の通り. charged Fermions ψ(z), ψ∗(w)

に関する共形場理論は Boson-Fermion対応

ψ(z) = :eϕ(z):, ψ∗(w) = :e−ϕ(w): :

によって scalar Boson ϕ(t) に付随する共形場理論 (すなわち Abelian な共形場理論) だ
とみなすことができる.

3 ジーナスが 0 で Abelian な場合
|Z〉 = |0〉 のとき, 前節の S(z) はジーナス 0 の場合における bosonic vertex operators

の合成の相関函数の公式

〈0|:eµ1ϕ(z1): · · · :eµMϕ(zM ):|0〉 =
∏

1≤a<b≤M

(za − zb)
µaµb

を用いて容易に計算できる. ただし, 左辺が消えないための必要十分条件は
∑M

a=1 µa = 0

なのでその条件を仮定した. 同じ理由で以下
∑N

a=1 λa = 0 と仮定する. このとき,

S(z) =
〈0|ψ∗(w)ψ(z)v1(t1) · · · vN(tN)|0〉

〈0|v1(t1) · · · vN(tN)|0〉 .

と置くと

(w − z)S(z) =
(z − t1)

λ1 · · · (z − tN)λN

(w − t1)λ1 · · · (w − tN)λN
.

よって, y(z) = (w − z)S(z) と置くと, y(z) は以下の条件を満たしている:
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(1) y(z) は複素射影直線上で t1, . . . , tN のみに特異点を持ち, 他では正則な複素数値多価
函数である. しかも, 各 ta では次のような展開を持つ:

y(z) = (ta の近傍で正則な C× 値函数)(z − ta)
λa ;

(2) y(w) = 1 (正規化の条件).

よって GL1(C) = C× に値を持つ Abelian なモノドロミーに関する Riemann-Hilbert 問
題の解は複素射影直線上の共形場理論における Abelian な共形場理論の相関函数で書け
ることがわかった.

4 共形場理論を用いたホロノミック量子場の再構成の可能性
ここまでたどり着けば次の疑問が自然に生じる.

問題 1: 実は Sato-Miwa-Jimbo の Holonomic quantum fields II [7] の内容は non-Abelian

な共形場理論を用いて再構成できるのではないか?

もしもこの問題が肯定的に解けたならば一般のコンパクト Riemann面上のモノドロミー
保存変形 (ただし確定特異点型の場合) の理論が共形場理論の言葉を用いて一挙に定式化
されてしまうことになる. なぜならば, 共形場理論はもともと一般のコンパクト Riemann

面上の理論だからである.

Sato-Miwa-Jimbo [7] は確定特異点型接続のモノドロミー保存変形 (Schlesinger 方程式)

のみを扱っている. Jimbo-Miwa-Ueno [3] は Schlesinger による確定特異点型接続のモノ
ドロミー保存変形の理論を不確定特異点が存在する場合に拡張した. さらに, Miwa [6] は
不確定特異点が存在する場合に Sato-Miwa-Jimbo [7] の理論を拡張した. もしも問題 1 が
肯定的に解けたならばそれを不確定特異点を含む場合に一般化せよという問題が当然生
じる. この問題を解くためには本質的に共形場理論の枠組みを拡張する必要があるものと
思われる.

問題 2: 不確定特異点を持つ接続のモノドロミー保存変形の理論 ([3], [6]) では収束すると
は限らない漸近展開を本質的に用いる. しかし, 筆者が知る限り, 漸近展開をも扱える共
形場理論の枠組みはまだ存在しない. 共形場理論の枠組みを漸近展開をも扱えるように拡
張することは興味深い問題である. 実用面でも応用上重要なモノドロミー保存変形の方程
式の多くは不確定特異点を含む場合なのでこの問題は重要である.

さらにジーナスが 0 の場合の理論がより詳しく理解できれば次の問題も解けてしまう
可能性がある.

問題 3: 問題 1が肯定的に解けたとする. 複素射影直線上の Riemann-Hilbert 問題の解を
与える共形場理論の q 差分類似を構成せよ. Tsuchiya-Kanie [8] の vertex operator の理
論および KZ 方程式の理論は I. Frenkel–Reshetikhin [1] によって q-vertex operator およ
び q-KZ 方程式の理論に拡張されている. それと同様の拡張を問題 1の解に対して実行せ
よ.
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5 問題1の肯定的な解のスケッチ
Abelian な共形場理論は本質的にコンパクト Riemann 面上の line bundle の理論であ

り, non-Abelian な共形場理論は vector bundle の理論である.

以下, rank n の vector bundle を扱うことにする.

Abelian な共形場理論は Boson-Fermion 対応が基本になっていた. その non-Abelian な
拡張は charged Fermions もしくは対応する scalar Boson を n 組用意すれば構成可能で
ある.

出発点になる基本的な場の operators は scalar Bosons ϕ1(z), . . . , ϕn(z) である. Boson-

Fermion 対応によって対応する charged Fermions は

ψi(z) = :eϕi(z):, ψ∗i (z) = :e−ϕi(z):

と構成される. (注意: i 6= j のとき ϕi(z) と ϕj(w) が可換でなくなるように scalar Bosons

の交換関係を定義しておかなければいけない. なぜならば可換にしてしまうと ψi(z) と
ψj(w) が可換になってしまうからである. 欲しいのは反可換になるという結果なので, そ
うなるようにうまく ϕi(z) たちの交換関係と normal ordered product の定義を決めてお
かなければいけない (cf. affine Lie algebra の I. Frenkel–Kac 表現).)

通常の charged Fermions の表現は真空 |0〉 から生成されるが, それを一般化して, n×n

行列 La に対応する次の性質を持つベクトル |La〉 から生成される表現 FLa を考える (正
確な定義については第 7節を見よ):

[ψ1(z)|La〉, . . . , ψn(z)|La〉] = (原点 0 で正則)zLa ,



ψ∗1(w)|La〉
...

ψ∗n(w)|La〉


 = w−La(原点 0 で正則).

このような表現 FLa のベクトル |La〉 を点 ta に刺し込むことによって共形場理論を構成
できたとしよう. 点 ta に刺し込まれた |La〉 を

Va(ta) = (点 ta に刺し込まれたベクトル |La〉)

と表わすことにしよう.

以上の設定のもとで Fermions の積からなる n× n 行列

Ψ(w, z) =




ψ∗1(w)ψ1(z) · · · ψ∗1(w)ψn(z)
...

...

ψ∗n(w)ψ1(z) · · · ψ∗n(w)ψn(z)




は各点 ta で z と w について次のような展開を持つ:

Ψ = (ta で正則)(z − ta)
La (z に関する ta での展開),

Ψ = (w − ta)
−La(ta で正則) (w に関する ta での展開).

よって, 相関函数の行列

〈Ψ(w, z)V1(t1) · · ·VN(tN)〉 =
[〈ψ∗i (w)ψj(w)V1(t1) · · ·VN(tN)〉]n

i,j=1
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は正規化の条件を除けば Riemann-Hilbert 問題の解を与えることになる. 正規化された解
Y (z) は次で与えられる:

Y (z) =
〈Ψ(w, z)V1(t1) · · ·VN(tN)〉

〈V1(t1) · · ·VN(tN)〉 E(w, z) dw1/2dz1/2.

ここで, E(w, z) はコンパクト Riemann 面上の prime form である.

右辺にある dw1/2dz1/2 の因子は ψ∗i (w), ψi(z) が half-form の次元を持っているので
座標不変性を保証するために必要になる. E(w, z) は w, z 双方に関して dual half-form

((−1/2)-form)である. E(w, z)の中の dw−1/2dz−1/2 と Y (z)の定義式の右辺の dw1/2dz1/2

がキャンセルするので, Y (z) は z (および w) について函数 (0-form) の次元を持つこと
なる.

Y (z) の定義式の右辺の分母が τ 函数である:

τ(t1, . . . , tN) = 〈V1(t1) · · ·VN(tN)〉.

ta を動かす変形は Virasoro 代数の作用を用いて構成されることになる.

以上の共形場の理論を用いた構成は Sato-Miwa-Jimbo の Holonomic quantum fields II

[7] のそれとまったく異なる. しかし, ジーナス 0 の場合は

E(w, z) dw1/2dz1/2 = w − z

であることに注意すれば, ジーナス 0 の場合に上の Y (z) は Sato-Miwa-Jimbo がホロノ
ミック場の理論を用いて構成した Riemann-Hilbert 問題の解と見かけ上同じ形をしてい
るだけではなく, 実際に一致している.

ただし, 以上の説明でひどく曖昧な点が 2つ残っている:

(1)ベクトル |La〉 もしくは表現 FLa の定義,

(2)相関函数 〈Ψ(w, z)V1(t1) · · ·VN(tN)〉 の定義.

この 2つの曖昧な点に関する説明を追加しよう.

6 相関函数の定義の仕方
相関函数の定義は Tsuchiya-Ueno-Yamada [9] の conformal block の表現論的な構成に

関する理論の枠組みをそのまま借りてくれば良い. グローバルなベクトル値多価函数で各
点 ta で

(ta で高々極を持つ横ベクトル値函数)(z − ta)
La ,

(z − ta)
−La(ta で高々極を持つ縦ベクトル値函数)

の形をしているもの全体の空間を考え, その元に対応する Fermion の作用で消えるという
条件で conformal block を定義してやれば良いだろう. そのように定義された conformal

blocks の空間の次元は 1 になるはずである. (ただし, La たちが基本群の関係式に対応す
る条件を満たしていなければいけない. 満たしていない場合は conformal blocks の空間の
次元は 0 になる.)
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7 表現空間の構成の仕方
表現 FLa の構成は以下の通りである.

簡単のため L := La は対角化可能であると仮定し, 適当に ψi, ψ∗j を一次変換して, 最初
から L = La は対角行列 diag(λ1, . . . , λn) に等しいと仮定する. (注意: 各 La ごとに La

を対角化する一次変換が異なるという状況が一般的である. そのせいで Abelian な共形場
理論と non-Abelian な共形場理論のあいだに本質的な違いが生じる.)

すると ψi(z), ψ∗j (w) のベクトル |L〉 への作用が満たすべき条件は次のように書き変え
られる:

ψi(z)|L〉 = zλi(原点 0 で正則)|L〉,
ψ∗j (w)|L〉 = w−λj(原点 0 で正則)|L〉.

よって, ψi(z) と ψ∗j (w) は次のように展開可能であると仮定するのが自然である:

ψi(z) =
∑

z−m−1/2ψi[m] (m は −λi + 1/2 + Z を走る),

ψ∗j (w) =
∑

w−n−1/2ψ∗j [n] (n は λj + 1/2 + Z を走る).

Boson-Fermion 対応の式を用いて計算すると, ψi[m], ψ∗j [n] は次の反交換関係を満たして
いることがわかる:

[ψi[m], ψ∗j [n]] = δi,jδm+n,0.

そして, 上の条件から, これらの |L〉 への作用は次を満たしていなければいけないことも
わかる:

ψi[m]|L〉 = 0 if m ∈ −λi + (1/2 + Z)>0,

ψ∗j [n]|L〉 = 0 if n ∈ λj + (1/2 + Z)>0.

このような性質を持つ |L〉 から生成される ψi[m], ψ∗j [n] で生成される Clifford 代数の表
現は同型を除いて一意に定まる. その表現を FL = FLa とすれば良い.

以上の構成を n = 1 の Abelian な場合になぞれば, Korotkin による準置換モノドロ
ミーの場合の Riemann-Hilber 問題の解 (もしくは同じことだが Krichever たちによって
構成された拡張された Baker-Akhiezer 函数) を与える Abelian な共形場理論が再構成さ
れます.

8 Fermion の作用による Schlesinger 変換の実現
前節の La を対角化する座標における ψi, ψ∗j を ψa,i, ψ∗a,j と書くことにし, La の対角化
を diag(λa,1, . . . , λa,n) と書くことにする.

Schlesinger 変換は表現空間 FLa への Fermion の作用で実現することができる.

たとえば, a 6= b のとき La の対角化の第 i 番目の固有値を 1 増やし, Lb の対角化の第
j 番目の固有値を 1 減らす Schlesinger 変換は点 ta, tb に刺し込むベクトルをそれぞれ次
のように変換することに対応している:

|La〉 7→ |L̃a〉 = ψa,i[−λa,i − 1
2
]|La〉 =

∮

|z|=ε

dz

2πı
z−λa,i−1ψa,i(z)|La〉,

|Lb〉 7→ |L̃b〉 = ψ∗b,j[λb,j − 1
2
]|Lb〉 =

∮

|w|=ε

dw

2πı
wλb,j−1ψb,j(w)|Lb〉.
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実際, |L̃a〉, |L̃b〉 は次を満たしていることがすぐにわかる:

ψa,i(z)|L̃a〉 = zλa,i+1(原点 0 で正則)|L̃a〉,
ψb,j(z)|L̃b〉 = zλb,j−1(原点 0 で正則)|L̃b〉.

τ 函数のレベルでの変換は次のように書ける:

τ = 〈V1(t1) · · ·VN(tN)〉
7→ τ̃ =

∮

|za−ta|=ε

dza

2πı

∮

|wb−tb|=ε

dwb

2πı
z−λa,i−1wλb,j−1〈ψ∗b,j(wb)ψa,i(za)V1(t1) · · ·VN(tN)〉.

よって, τ -quotient τ̃ /τ は Riemann-Hilbert 問題の解 Y の行列要素の展開係数で表わさ
れる.
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