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Subject: Painlev\’e and Soliton, Part 2

前回のは Painlevé 系や string equation と soliton 系を繋げる部分に関しては文献の紹
介にとどめてしまいました. 今回はアイデアの説明をもう少し詳しくやります.

1 ソリトン系の基本設定
g は Lie algebra であるとし, g は subalgebras g± の線形直和になっているとし, それに
関する X ∈ g の分解を

X = X+ −X−, X+ ∈ g+, X− ∈ g−

∗これはプレインテキスト版http://www.math.tohoku.ac.jp/∼kuroki/Hyogen/Painleve-Soliton-2.txtの
日付け. TEX版は 2002年 1月 20日に作成された. 筆者の疑問や意見は 2001年 6月 6日時点のものであり,
現在では解決や変化している場合がある.
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と書くことにする. g, g± に対応する群を G, G± と書く. このとき, 単位元に十分近い元
のみを考えると g ∈ G は

g = g−1
− g+, g± ∈ G±

と一意に分解される. 相空間 (phase space) X を

X := G/G+

と定め, G の単位元が代表する X の点を原点と呼び, o と書くことにする. 原点 o に十分
近い点 x ∈ X は

x = g−1
− o, g− ∈ G−

と一意に表わされる.

Pi ∈ g (i ∈ I) は互いに可換であると仮定し, 時間変数 t = (ti)i∈I に関する G 上のフ
ローを

g(t) := exp(
∑

tiPi)g(0)

と定める. g(t) は G の単位元に十分近いと仮定し,

g(t) = g−(t)−1g+(t), g±(t) ∈ G±

と一意的に分解されているとする. 混乱がない場合は t を省略して g, g± と書くことが
ある.

以上の (g, g±, P = (Pi)i∈I) の 4つ組を soliton system と呼ぶことにする.

Li = Bi −Bc
i を次のように定める:

Li = Li(t) := g−(t)Pig−(t)−1 ∈ g,

Bi = Bi(t) := [Li(t)]+ ∈ g+,

Bc
i = Bc

i (t) := [Li(t)]− ∈ g−.

このとき, ∂i = ∂/∂ti と置くと,

∂i(g+) = Big+,

∂i(g−) = Bc
i g− = Big− − g−Pi,

[Li, Lj] = 0,

[∂i −Bi, Lj] = 0,

[∂i −Bi, ∂j −Bj] = 0.

以上がソリトン系の基本設定である.

2 string equation の基本設定
次を満たしている q ∈ g を新たに導入する:

[q, Pi] = Fi(P ).
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ここで, Fi(P ) ∈ g は Pi たちの函数で,

[Pi, Fj(P )] = 0,

g−Fi(P )g−1
− = F ((g−Pig

−1
− )i∈I) = F ((Li)i∈I) = F (L)

を満たすものであるとする. ここで, L = (Li)i∈I と置いた.

上の q を用いて, 時刻 t に依存する Q = Q(t) ∈ g を次のように定義する:

Q = Q(t) := exp
(∑

tiPi

)
q exp

(
−

∑
tiPi

)
= q −

∑
tiFi(P ).

この Q は次の補題が成立するように定めた.

補題 2.1 Q は以下を満たしている:

[Q,Pi] = Fi(P ), (2.1)

[∂i − Pi, Q] = 0. (2.2)

証明. (2.1)の証明. Fj(P ) は Pi と可換なので,

[Q,Pi] =
[
q −

∑
tjFj(P ), Pi

]
= [q, Pi] = Fi(P ).

(2.2)の証明. q は ti によらず, Fj(P ) は Pi と可換なので,

[∂i − Pi, Q] =
[
∂i − Pi, q −

∑
tjFj(P )

]
= −Fi(P ) + [q, Pi] = 0.

上の補題の (2.2) は次の線形微分方程式の可積分条件である:

∂i(g(s, t)) = Pig(s, t),

∂s(g(s, t)) = Q(t)g(s, t).

ここで ∂s = ∂/∂s と置いた. ∂i = ∂/∂ti と混乱しないように注意せよ. よって, 与えられ
た初期値 g(0, 0) ∈ G に対して, この線形微分方程式の解 g = g(s, t) ∈ G が唯一存在する.

この g(s, t) は次のように一意分解されているとする:

g(s, t) = g−(s, t)−1g+(s, t), g+(s, t) ∈ G+, g−(s, t) ∈ G−.

混乱が生じなければ s, t を省略して g = g−1
− g+ と書くことにする.

前節の定義を拡張して, Li = Li(s, t), M = M(s, t) ∈ g を次のように定める:

Li := g−Pig
−1
− ,

M := g−Qg−1
− .

さらに, Bi := [Li]+, Bc
i = [Li]− と置く.
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g = g−1
− g+ の両辺を ti, s で微分することによって以下の結果を容易に証明できる:

∂i(g+) = Big−, (2.3)

∂i(g−) = Bc
i g− = Big− − g−Pi, (2.4)

∂s(g+) = M+g−, (2.5)

∂s(g−) = M−g− = M+g− − g−Q. (2.6)

さらに, 以下も容易に証明される:

[Li, Lj] = 0, (2.7)

[∂i −Bi, Lj] = 0, (2.8)

[∂i −Bi, ∂j −Bj] = 0. (2.9)

定理 2.2 M , M+ は以下を満たしている:

[M, Li] = Fi(L) (string equation), (2.10)

[∂i −Bi,M ] = 0 (Lax equation), (2.11)

[∂i −Bi, ∂s −M+] = 0 (zero curvature equation). (2.12)

証明. Q, Pi, Fi(P ) を g− と g−1
− で挟むと, それぞれ M , Li, Fi(L) なるので, (2.1) の両辺

を g− と g−1
− で挟むことによってこの定理の (2.10) が得られる. Li = g−Pig

−1
− = Bi−Bc

i ,

∂i(g−) = Bc
i g− より,

g−(∂i − Pi)g
−1
− = ∂i − g−g−1

− ∂i(g−)g−1
− − Li = ∂i −Bc

i − Li = ∂i −Bi.

よって, (2.2) より,

0 = g−[∂i − Pi, Q]g−1
− = [g−(∂i − Pi)g

−1
− , g−Qg−1

− ] = [∂i −Bi,M ].

これで (2.11) が示せた. (2.12) は (2.3), (2.5) の compatibility condition である.

例 2.3 以下のような例が基本的である:

(2.13) Pn = zn, q = z∂z のとき, [q, Pn] = nPn なので, [M, Ln] = nLn.

(2.14) Pn = ∂n
x , q = −x∂x のとき, [q, Pn] = nPn なので, [M,Ln] = nLn.

(2.15) Pn = zn, q = 1
n
z−n+1∂z のとき, [q, Pn] = 1 なので, [M, Ln] = 1.

(2.16) Pn = ∂n
x , q = − 1

n
x∂−n+1

x のとき, [q, Pn] = 1 なので, [M,Ln] = 1.

(2.17) g が Z-gradation の入った affine Lie algebra であり, degree を測る作用素を
q ∈ g0 と書くとき, deg Pn = dn ならば [q, Pn] = dnPn なので, [M,Ln] = dnLn.

定理 2.4 波動函数 Ψ = Ψ(s, t) を次のように定める:

Ψ = Ψ(s, t) = g−(s, t) exp
(∑

tiPi

)
.
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このとき, 簡単な計算で以下が成立することがわかる:

LiΨ = ΨPi, (2.18)

∂i(Ψ) = BiΨ, (2.19)

MΨ = Ψq, (2.20)

∂s(Ψ) = M−Ψ. (2.21)

特に M ∈ g+ ならば Ψ は s によらない.

証明. 以下のように計算すれば良い:

LiΨ = g−Pig
−1
− g− exp(

∑
tiPi) = g−Pi exp(

∑
ti − Pi)

= g− exp(
∑

ti − Pi)Pi = ΨPi,

∂i(Ψ) = ∂i(g−) exp
(∑

tiPi

)
+ g−Pi exp

(∑
tiPi

)

= (Big− − g−Pi) exp
(∑

tiPi

)
+ g−Pi exp

(∑
tiPi

)

= Big− exp(
∑

tiPi) = BiΨ.

Q = exp(
∑

tiPi)q exp(−∑
tiPi) より,

exp
(
−

∑
tiPi

)
Q exp

(∑
tiPi

)
= q

であるから,

MΨ = g−Qg−1
− g− exp(

∑
tiPi) = g−Q exp(

∑
tiPi) = g− exp(

∑
tiPi)q = Ψq,

∂s(Ψ) = ∂s(g−) exp(
∑

tiPi) = M−g− exp(
∑

tiPi) = M−Ψ.

3 reduction の一般論
前節の記号をそのまま用いる. 前節の γ(s, t) を用いて, phase space X = G/G+ 上の初
期条件 x(0, 0) = g−(0, 0)o ∈ X のフローの解を

x(s, t) = γ−(s, t)x(0, 0) ∈ X

と定める.

この節の意味での reduction とはこのフローを幾つかの時間変数で不変な部分空間に制
限することである. Pn に関する reductionがいわゆる n-reductionの一般化になっており,

Qに関する reductionが soliton系から isomonodromic deformationを出す self-similarity

condition や string equation の話の一般化になっている.

不変な部分空間を特徴付けるためにはほとんど tautology の次の補題が使える.

補題 3.1 任意の A ∈ g と (単位元に十分近い) 任意の g−(0) ∈ G− に対して, A の左無限
小作用が生成するフローの x(0) = g−(0)−1o を通る軌道を

x(s) = g−(s)−1o, g−(s) ∈ G−

と書くことにする. このとき, 以下の条件は互いに同値である:
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(1) x(0) は A の左無限小作用で不変である (i.e. ∂s(g−(s))|s=0 = 0).

(2) g−(0)Ag−1
− (0) ∈ g+.

(3) x(s) = x(0) (i.e. g−(s) = g−(0)).

(4) g−(s)Ag−1
− (s) ∈ g+.

証明. (3) から (1) が出るのは明らか. (4) で s = 0 と置けば (2) が出る.

x(s) は (単位元に十分近い) 任意の g+(0) ∈ G を与えて,

g(s) = exp(sA)g−1
− (0)g+(0),

g(s) = g−(s)−1g+(s), g±(s) ∈ G+,

x(s) = g−(s)−1o

によって構成される. そして, g−(s) は次の方程式を満たしている:

∂s(g−) = [g−Ag−1
− ]−g−.

よって, (1) は [g−(0)Ag−1
− (0)]−g−(0) = 0 と同値であり, この式は (2) と同値である. これ

で (1) と (2) が同値であることがわかった.

(2) は次と同値である:

g−(0) exp(sA)g−(0)−1 ∈ G+. (2’)

これは,

g(s) = g−(0)−1
(
g−(0) exp(sA)g−(0)−1g+(s)

)

より, g−(s) = g−(0) すなわち (3) と同値である.

これで (2) と (3) の同値性がわかったが, (2) と (3) を合わせると (4) が出る. 以上に
よって全ての同値性が示された. □

補題 3.2 g(s, t) ∈ G は次の方程式を満たしていると仮定する:

∂s(g(s, t)) = A(t)g(s, t),

∂t(g(s, t)) = Bg(s, t).

ここで, A は t によっている可能性があるが, B は s にも t にもよってないと仮定する.

g(s, t) は次のように分解されていると仮定する:

g(s, t) = g−(s, t)−1g+(s, t).

さらに,

X(s, t) := g−(s, t)A(t)g−(s, t)−1,

Y (s, t) := g−(s, t)Bg−(s, t)−1

と置く. このとき, 以下が成立する:

(1) X(0, 0) ∈ g+ ならば X(s, t) ∈ g+.
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(2) X(0, 0), Y (0, 0) ∈ g+ ならば X(s, t), Y (s, t) = Y (0, t) ∈ g+.

証明. g− = g−(s, t) が
∂t(g−) = X−g−, ∂s(g−) = Y−g−

を満たしていることから, X を s で微分し, Y を t で微分し,

X− = X+ −X, Y− = Y+ − Y

であることに注意すれば, X と Y が以下の方程式を満たしていることがわかる:

∂s(X) = [X+, X], (3.1)

∂t(Y ) = [Y+, Y ]. (3.2)

Y を s で微分することによって次の方程式が得られる:

∂s(Y ) = [X−, Y ]. (3.3)

g = g(s, t) の満たしている方程式の compatibility condition

[∂t −B, A(t)] = 0

の両辺を g−(s, t), g(s, t)
−1 で挟むことによって, [∂t − Y+, X] = 0. すなわち,

∂t(X) = [Y+, X] (3.4)

が成立することもわかる.

まず, (3.1), (3.4) から, X(0, 0) ∈ g+ ならば X(s, t) ∈ g+ であるおとがわかる. その
とき, X−(s, t) = 0 であるから, (3.2), (3.3) より, さらに Y (0, 0) ∈ g+ も成立していれば
Y (s, t) = Y (0, t) ∈ g+ となる.

以上の 2つの補題より次の定理がただちに得られる.

定理 3.3 以下が成立する:

(1) Ln(0, 0) ∈ g+ ⇐⇒ x(0, 0) = g−(0, 0)−1 は Pn の左無限小作用で不変.

(2) M(0, 0) ∈ g+ ⇐⇒ x(0, 0) = g−(0, 0)−1 は Q(0) = q の左無限小作用で不変.

(3) Ln(0, 0) ∈ g+ =⇒ Ln(0, t) ∈ g+.

(4) Ln(0, 0),M(0, 0) ∈ g+ =⇒ Ln(s, t) = L(0, t),M(s, t) ∈ g+.

証明. (1), (2) は補題 3.1 からすぐに出る.

補題 3.2 (1) を A = Pn, B = Pi の場合に適用することによって, Ln(0, 0) ∈ g+ ならば
Ln(0, t) ∈ g+ であることがわかる.

補題 3.2 (1) を A = Q, B = Pi の場合に適用することによって, Ln(0, t),M(0, 0) ∈ g+

ならば M(s, t) ∈ g+ であることがわかる.

補題 3.2 (2) を A = Q, B = Pi の場合に適用することによって, Ln(0, t),M(0, 0) ∈ g+

ならば Ln(s, t) ∈ g+ であることがわかる.
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4 KP 系の reduction

次の場合を考える:

g = C[[x]]((∂−1
x )),

g+ = C[[x]][∂x],

g− = C[[x]][[∂−1
x ]]∂−1

x ,

Pi = ∂i
x (i ∈ I = {1, 2, 3, . . . , r}),

q = −x∂x.

このとき, [q, Pi] = iPi が成立するので,

Q = Q(t) = q −
r∑

i=1

itiPi ∈ g.

r を有限で止めておかないと Q ∈ g とならないことに注意せよ.

Li と M はそれぞれ次の形になり, [M,Li] = iLi を満たしている:

Li = g−Pig
−1
− = g−∂i

xg
−1
− = (L1)

i,

M = g−Qg−1
− = g−qg−1

− −
∑

iti(L1)
i.

擬微分作用素 X ∈ gが X ∈ g+ であることは X が微分作用素になることを意味している.

n ∈ I を任意に固定する. Ln(0, 0)が微分作用素であれば Ln(0, t)もそうである. そのと
き, Lkn = (Ln)k なので Lkn(0, t) も微分作用素になる. そして, Li(0, t) は tkn によらない.

L(0, 0)とM(0, 0)が微分作用素ならば Lkn(s, t), M(s, t)も微分作用素になり, Lkn(s, t) =

Lkn(0, t) が成立する.

Ln(0, 0) が微分作用素になるという条件は所謂 n-reduction の条件である.

G− = 1 + g− および g−qg−1
− = q − [g−qg−1

− ]− より, M+, M− は次の形をしている:

M+ = q −
∑

itiBi,

M− = [g−qg−1
− ]− +

∑
itiB

c
i .

よって, M が微分作用素であるという条件は

M = −x∂x −
∑

itiBi

または
[g−qg−1

− ]− = −
∑

itiB
c
i

が成立するという条件と同値である.
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5 modified Drinfeld-Sokolov hierarchy の similarity

reduction

次の場合を考える:

g = sl(n,C((z−1)))⊕ Cd (centerless affine sl(n), d = z∂z),

g+ = h⊕ Cd⊕ n+ ⊕ sl(n,C[z]),

g− = n− ⊕ sl(n, z−1C[[z−1]]),

Λ =




0 1

0 1

0
. . .
. . . 1

z 0




,

Pi = Λi (i ∈ I = { i | i = 1, 2, . . . , r でかつ i は n で割り切れない }),
q := nd + ρ∨

(
ρ∨ =

1

2

∑
α>0

α∨
)
.

このとき, q = (affine sl(n) の principal gradation を与える Cartan の元)である. [q, Pi] =

iPi なので
Q = Q(t) = q −

∑
i∈I

itiPi ∈ g.

i の上限 r を有限で止めておかないと Q ∈ g とならないことに注意せよ.

G− = 1 + g− および g−qg−1
− = q − [g−qg−1

− ]− より,

M+ = q −
∑

itiBi,

M− = [g−qg−1
− ]− +

∑
itiB

c
i .

よって, M ∈ g+ が成立するための必要十分条件は

M = nd + ρ∨ −
∑

itiBi

または
[g−qg−1

− ]− = −
∑

itiB
c
i

が成立することである.

つづく.
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