
1

量子化されたWeyl群双有理作用における
τ 函数の正則性

黒木玄

2011年 7月 15日∗

目 次

1 Weyl群双有理作用の量子化 1

1.1 対称化可能一般Cartan行列とWeyl群 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.2 Weyl群双有理作用の量子化の構成 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.2.1 Kac-Moody代数の下三角部分の場合 . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.2.2 量子展開環の下三角部分の場合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2 量子 τ 函数とその正則性 6

2.1 量子 τ 函数の定義 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.2 量子 τ 函数の正則性予想 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.3 量子 τ 函数の単項式表示と表現論への帰着 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.4 任意の対称化可能Kac-Moody代数の場合の予想の証明 . . . . . . . . . . . 9

2.5 有限型の量子展開環の場合の予想の証明 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

3 古典の場合との比較 10

3.1 Weyl群作用の比較 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

3.2 τ 函数の正則性の証明法の比較 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1 Weyl群双有理作用の量子化
量子展開環を扱う場合には基礎体は F = C(q) であるとし, Kac-Moody 代数を扱う場
合には基礎体を F = C であると仮定する. この節の内容は本質的に筆者の論文 [1] に含
まれている. ただしWeyl 群作用が τi たちを含む斜体に拡張されている点だけは新しい.

∗2011年 7月 12日: 作成. 「Weyl群双有理作用の量子化」「量子 τ 函数とその正則性」の二つの節を
書いた. このノートは未発表の最新結果を含むので取り扱い注意! 筆者が知る限りにおいて, Painlevé 系
の τ 函数が統一的にかなり満足できる形で量子化されたのはこのノートが初めてだと思う. このノートは
「τ 函数はパラメーター変数の正準共役変数の exponentialである」という立場で τ 函数を量子化している.
2011年 7月 13日: 「古典の場合との比較」の節を追加. 2011年 7月 14日午前: たくさんの細かい誤り
を修正した. 2011年 7月 14日午後: 「量子 τ 函数の定義」の節を追加して, それに伴う修正をほどこし
た. 2011年 7月 15日: 少しだけ加筆修正.



2 1. Weyl群双有理作用の量子化

この節で構成されるWeyl群作用は Noumi-Yamada [4] で構成されたWeyl群双有理作用
の量子化になっている.

1.1 対称化可能一般Cartan行列とWeyl群

A = [aij]i,j∈I は対称化可能一般 Cartan 行列であるとする. すなわち A は整数を成分
に持つ行列であり, 以下が成立していると仮定する:

• aii = 2 でかつ i 6= j ならば aij 5 0.

• aij = 0 と aji = 0 は同値である.

• ある正の整数たち di (i ∈ I) で diaij = djaji を満たすものが存在する.

このノートでは添字集合 I は有限集合であると仮定しておく.

記号 α∨i (i ∈ I)から生成される自由 Z加群を Q∨と表わし,記号 Λi (i ∈ I)から生成され
る自由 Z加群を P と表わす. さらにそのあいだの内積 〈 , 〉 : Q∨×P → Zを 〈α∨i , Λj〉 = δij

によって定める. αj =
∑

i∈I aijΛi (右辺は有限和)とおく. このとき 〈α∨i , αj〉 = aij が成
立している. α∨i , αi, Λi のそれぞれを simple coroot, simple root, fundamental weight と
呼ぶ.

生成元 si (i ∈ I) と以下の基本関係式で定義される群を W = W (A) と書き, Weyl 群と
呼ぶ:

• i 6= j かつ aijaji = 0 ならば sisj = sjsi,

• i 6= j かつ aijaji = 1 ならば sisjsi = sjsisj,

• i 6= j かつ aijaji = 2 ならば sisjsisj = sjsisjsi,

• i 6= j かつ aijaji = 3 ならば sisjsisjsisj = sjsisjsisjsi,

• s2
i = 1.

最後の関係式 s2
i = 1より,任意の w ∈ W に対して w = si1si2 · · · sil を満たす i1, i2, . . . , il ∈

I が存在することがわかる. そのような最小の l を `(w)と書き, w の長さと呼ぶ. l = `(w)

のとき si1si2 . . . sil を w の簡約表示 (reduced exppression) と呼ぶ.

W は Q∨ と P に次のように作用する:

si(h) = h− 〈h, αi〉α∨i (h ∈ Q∨), si(µ) = µ− 〈α∨i , µ〉αi (µ ∈ P ).

たとえば

si(α
∨
j ) = α∨j − ajiα

∨
i , si(Λj) = Λj − δijαj =

{
−Λi +

∑
k 6=i(−aki)Λk (i = j),

Λj (i 6= j).

この作用は内積 〈 , 〉 を不変に保つ:

〈w(h), w(µ)〉 = 〈h, µ〉 (w ∈ W, h ∈ Q∨, µ ∈ P ).
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1.2 Weyl群双有理作用の量子化の構成

1.2.1 Kac-Moody代数の下三角部分の場合

F = C 上の代数 U−
1 を生成元 fi (i ∈ I) と次の基本関係式で定義する:

ad(fi)
1−aij(fj) = 0 (i 6= j).

この関係式を Serre 関係式と呼ぶ. ここで ad(fi)(x) = [fi, x] = fix − xfi とおいた. U−
1

は GCM A = [aij] に対応する Kac-Moody 代数の三角部分の普遍展開環に等しい. U−
1 の

下の添え字の 1 は q = 1 の場合を扱っていることを意味している. q が generic な量子展
開環の場合については後で説明する.

Ã1 は U−
1 の剰余代数でOre整域になるものであるとし, fi の Ã1 での像も同じ記号 fi

で表わすことにする. もしも GCM A = [aij] が有限型またはアフィン型ならば U−
1 自体

がOre整域になり, その剰余整域もすべてOre整域になる ([1]).

生成元 α∨i , τ±1
i (i ∈ I) と以下の基本関係式で定義される F 上の代数を D1 と表わす:

α∨i α∨j = α∨j α∨i , τiτj = τjτi, τiα
∨
j τ−1

i = α∨j + δij, τiτ
−1
i = τ−1

i τi = 1.

h = h⊗Z F = h⊗Z C とおく. S(h) ⊂ D1 とみなせる. µ ∈ P に対して

τµ =
∏
i∈I

τ
〈α∨i ,µ〉
i ∈ D1

とおく. このとき次が成立している:

τµhτ−µ = h + 〈h, µ〉 (h ∈ h, µ ∈ P ).

D1 は h上の差分作用素環である. Weyl群 W の Q∨, P への作用はそのあいだの内積を保
つので, W は差分作用素環 D1 に代数自己同型として自然に作用する. すなわち w ∈ W

の D1 への作用を w̃ と書くと

s̃i(h) = h− 〈h, αi〉α∨i (h ∈ h, i ∈ I), w̃(τµ) = τw(µ) (µ ∈ P, w ∈ W ).

h ∈ h たちをパラメーター変数と呼び, w̃ を w ∈ W のパラメーター変数と τ 変数への作
用と呼ぶことにする.

以上で定義した二つの代数 Ã1 と D1 のテンソル積代数を A1 と表わす:

A1 = Ã1 ⊗D1.

a ∈ Ã1, b ∈ D1 のそれぞれと a⊗ 1, 1⊗ b ∈ A1 を同一視することによって, Ã1 と D1 は
A1 の部分代数とみなされる. A1 の中で Ã1 の元と D1 の元は互いに可換である.

Ã1 はOre整域であると仮定したので, A1 もOre整域になる. A1 の分数斜体を K1 と
表わすことにする.

上で定義した W の D1 への代数自己同型としての作用を Ã1 上に自明に拡張すること
によって w ∈ W の A1 への代数自己同型としての作用 w̃ を定める:

w̃(h) = w(h), w̃(τµ) = τ ew(µ), w̃(fi) = fi (w ∈ W, h ∈ Q∨, µ ∈ P, i ∈ I).
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このWeyl群作用は分数斜体 K1 への作用を誘導する. w ∈ W に対して w̃ の A1 への作
用の K1 への拡張も同じ記号 w̃ で表わす.

一般に斜体の元 f, g に対して ad(f)(g) = fg − gf とおくとき, f のべき fγ による g

の conjugation について形式的に次が成立している:

fγgf−γ =
∞∑

k=0

(
γ

k

)
ad(f)k(g)f−k = g + γ[f, g]f−1 +

γ(γ − 1)

2
[f, [f, g]]f−2 + · · · .

γ が正の整数のときこの公式は γ に関する帰納法によって証明される. 十分大きな k に対
して ad(f)k(g) = 0 となるならば, この公式を用いて任意の γ に対して斜体の元 fγgf−γ

を定義できる. Serre関係式より fγ
i fjf

−γ
i ∈ K1 は well-defined である.

γ ∈ h, µ ∈ P のとき形式的に次が成立している:

fγ
i τµf−γ

i = fγ
i f

−(γ+〈γ,µ〉)
i τµ = f

−〈γ,µ〉
i τµ.

この式によって fγ
i τµf−γ

i ∈ K1 を定義する.

実は γ ∈ h のとき Ad(fγ
i )(x) = fγ

i xf−γ
i によって K1 の代数自己同型 Ad(fγ

i ) が定義で
きる. Serre関係式から導かれるVerma関係式を用いると次の定理が証明される.

定理 1.1. Weyl群 W の生成元 si の斜体 K1 への作用を si(x) = Ad(f
α∨i
i ) ◦ s̃i(x) によっ

て定めることによって, W の斜体 K1 への代数自己同型としての作用を定めることができ
る. 作用の具体的な公式は次の通り:

si(α
∨
j ) = si(α

∨
j ) = α∨j − ajiα

∨
i ,

si(τj) =





fi

∏
k 6=i τ

−aki
k

τi

(i = j),

τj (i 6= j),

si(fj) = f
α∨i
i fjf

−α∨i
i =

−aij∑

k=0

(
α∨i
k

)
ad(fi)

k(fj)f
−1
i

= fj + α∨i [fi, fj]f
−1
i +

α∨i (α∨i − 1)

2
[fi, [fi, fj]]f

−2
i + · · · .

この定理の τi を除いた部分は [1] で証明されている. τi を含む場合への拡張は易しい.

1.2.2 量子展開環の下三角部分の場合

q があちこちに登場すること以外はほとんどKac-Moody代数の下三角部分の場合と同
様にして量子展開環の下三角部分にWeyl群双有理作用の量子化を構成できる.

いつものように非負の整数 k に対して, q 数, q 階乗, q 二項係数を次のように定める:

[x]q =
qx − q−x

q − q−1
, [k]q! = [1]q[2]q · · · [k]q,

[
x

k

]

q

=
[x]q[x− 1]q · · · [x− k + 1]q

[k]q!
.

さらに qi = qdi とおく.

F = C(q) 上の代数 U−
q を生成元 fi (i ∈ I) と次の基本関係式で定義する:

1−aij∑
ν=0

(−1)k

[
1− aij

ν

]

qi

f ν
i fjf

1−aij−ν
i = 0 (i 6= j).
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この関係式を q-Serre 関係式と呼ぶ. U−
q は GCM A = [aij] に対応する量子展開環の下三

角部分に等しい. Ãq は U−
q の剰余代数でOre整域になるものであるとし, fi の Ãq での

像も同じ記号 fi で表わすことにする. もしも GCM A = [aij] が有限型またはアフィン型
ならば U−

q 自体がOre整域になり, その剰余整域もすべてOre整域になる ([1]).

生成元 q±α∨i , τ±1
i (i ∈ I) と以下の基本関係式で定義される F 上の代数を Dq と表わす:

qα∨i qα∨j = qα∨j qα∨i , τiτj = τjτi, τiq
α∨j τ−1

i = qα∨j +δij = qδijqα∨j ,

qα∨i q−α∨i = q−α∨i qα∨i = 1, τiτ
−1 = τ−1

i τi = 1.

h ∈ Q∨, µ ∈ P に対して

qh =
∏
i∈I

(qα∨i )〈h,Λi〉 ∈ Dq, τµ =
∏
i∈I

τ
〈α∨i ,µ〉
i ∈ Dq

とおく. 特に τΛi = τi である. このとき次が成立している:

τµqhτ−µ = qh+〈h,µ〉 = q〈h,µ〉qh (h ∈ Q∨, µ ∈ P ).

Dq は qα∨i たちで生成されるLaurent 多項式環上の q 差分作用素環である. Weyl群 W の
Q∨, P への作用はそのあいだの内積を保つので, W は代数 Dq に代数自己同型として自
然に作用する. すなわち w ∈ W の Dq への作用を w̃ と書くと,

w̃(qh) = qw(h), w̃(τµ) = τw(µ) (h ∈ Q∨, µ ∈ P, w ∈ W ).

qh (h ∈ Q∨) をパラメーター変数と呼び, w̃ を w ∈ W のパラメーター変数と τ 変数への
と呼ぶことにする.

以上で定義した二つの代数 Ãq と Dq のテンソル積代数を Aq と表わす:

Aq = Ãq ⊗Dq.

a ∈ Ãq, b ∈ Dq のそれぞれと a⊗ 1, 1⊗ b ∈ Aq を同一視することによって, Ãq と Dq は
Aq の部分代数とみなされる. Aq の中で Ãq の元と Dq の元は互いに可換である.

Ãq はOre整域になると仮定したので, Aq もOre整域になる. Aq の分数斜体を Kq と
表わすことにする.

上で定義した W の Dq への代数自己同型としての作用を Ãq 上に自明に拡張すること
によって w ∈ W の Aq への代数自己同型としての作用 w̃ を定める:

w̃(qh) = qw(h), w̃(τµ) = τ ew(µ), w̃(fi) = fi (w ∈ W, h ∈ Q∨, µ ∈ P, i ∈ I).

このWeyl群作用は分数斜体 Kq への作用を誘導する. w ∈ W に対して w̃ の Aq への作
用の Kq への拡張も同じ記号 w̃ で表わす.

i 6= j のとき, k = 0, 1, 2, . . . に対して帰納的に adq(fi)
k(fj) を次のように定める:

adq(fi)
0(fj) = fj, adq(fi)

k+1(fj) = fi adq(fi)
k(fj)− q

aij+2k
i adq(fi)

k(fj)fi.

ここで 〈α∨i , αj + kαi〉 = aij + 2k に注意せよ. (この adq は量子展開環 Uq における
coproduct ∆(fi) = fi ⊗ 1 + ki ⊗ fi に関する adjoint action に一致している.) このとき
q-Serre 関係式は adq(fi)

1−aij(fj) = 0 と同値である.
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さらに i 6= j のとき次が形式的に成立することを示せる:

fγ
i fjf

−γ
i =

−aij∑

k=0

q
(k+aij)(γ−k)
i

[
γ

k

]

qi

adq(fi)
k(fj)f

−k
i

= q
aijγ
i fj + q

(1+aij)(γ−1)
i [γ]qi

adq(fi)(fj)f
−1
i

+ q
(2+aij)(γ−2)
i

[γ]qi
[γ − 1]qi

[2]qi

adq(fi)
2(fj)f

−2
i + · · · .

γ が正の整数のときこの公式は γ に関する帰納法で証明される. 和が −aij までなのは
q-Serre 関係式より adq(fi)

1−aij(fj) = 0 が成立しているからである. q-Serre関係式は q を
q−1 の移す変換で不変なのでこの公式の右辺で q を q−1 に置き換えた公式も成立してい
る. この公式を用いて fγ

i fjf
−γ
i ∈ Kq を定義する. さらに γ ∈ Q∨ のときこの公式の右辺

は Kq の元として well-defined であることにも注意せよ.

γ ∈ Q∨, µ ∈ P のとき, Kac-Moody代数の場合と同様に

fγ
i τµf−γ

i = fγ
i f

−(γ+〈γ,µ〉)
i τµ = f

−〈γ,µ〉
i τµ

によって fγ
i τµf−γ

i ∈ K1 を定義しておく.

実は γ ∈ Q∨ のとき Ad(fγ
i )(x) = fγ

i xf−γ
i によって K1 の代数自己同型 Ad(fγ

i ) が定義
できる. q-Serre関係式から導かれるVerma関係式を用いると次の定理が証明される.

定理 1.2. Weyl群 W の生成元 si の斜体 Kq への作用を si(x) = Ad(f
α∨i
i ) ◦ s̃i(x) によっ

て定めることによって, W の斜体 Kq への代数自己同型としての作用を定めることができ
る. 作用の具体的な公式は次の通り:

si(q
α∨j ) = qα∨j −ajiα

∨
i ,

si(τj) =





fi

∏
k 6=i τ

−aki
k

τi

(i = j),

τj (i 6= j),

si(fj) =





−aij∑

k=0

q
(k+aij)(α

∨
i −k)

i

[
α∨i
k

]

qi

adq(fi)
k(fj)f

−k
i (i 6= j),

fi (i = j).

たとえば aij = −1 のとき

si(fj) = q
−α∨i
i fj + [α∨i ]qi

(fifj − q−1
i fjfi)f

−1
i = q

α∨i
i fj + [α∨i ]qi

(fifj − qifjfi)f
−1
i .

この定理の τi を除いた部分は [1] で証明されている. τi を含む場合への拡張は易しい.

2 量子 τ 函数とその正則性
以下, A は A1 または Aq を表わし, K は A の分数斜体 K1 または Kq を表わすとする.
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2.1 量子 τ 函数の定義

Weyl 群に関する一般論より, Weyl 群 W における fundamental weight Λj の安定部分
群 WΛj

= {w ∈ W | w(Λj) = Λj } は sj 以外の si たちで生成される W の部分群に等
しい.

前節で斜体 K = K1,Kq へのWeyl群作用を構成した. τj への Weyl 群の作用について
si(τj) = τj (i 6= j) が成立している. よって任意の w ∈ WΛj

に対して w(τj) = τj となる.

これより w,w′ ∈ W に対して w(Λj) = w′(Λj) ならば w(τj) = w′(τj) が成立する. さらに
任意の µ ∈ P に対して

w(µ) =
∑
j∈I

〈α∨j , µ〉w(Λj), w(τµ) =
∏
j∈I

w(τj)
〈α∨j ,µ〉 (w ∈ W )

であるから, w,w′ ∈ W に対して w(µ) = w′(µ) ならば w(τµ) = w′(τµ) が成立する.

P+ =
⊕

i∈Z Z=0Λi とおき, P+ の元を dominant integral weightと呼ぶ. さらに integral

Tits cone T ⊂ P を
T = WP+ = {w(µ) | w ∈ W, µ ∈ P+ }

と定める. P+ は T への W への作用に関する基本領域になっている. ν ∈ T に対して量
子 τ 函数 τν を

τν = τw(µ) = w(τµ) (ν = w(µ) ∈ T, w ∈ W, µ ∈ P+)

と定める. 量子 τ 函数は Tits cone T 上の斜体 K = K1,Kq に値を持つ函数 T → K,

ν 7→ τν であると考えることもできる.

2.2 量子 τ 函数の正則性予想

次が筆者が定式化した量子 τ 函数の正則性予想である.

予想 2.1 (量子 τ 函数の正則性予想). 任意の µ ∈ P+, w ∈ W に対して量子 τ 函数
τw(µ) = w(τµ) は A = A1,Aq に含まれる. すなわち µ ∈ P+, w ∈ W のとき量子 τ 函数
τw(µ) = w(τµ) はKac-Moodyの場合には fi, α∨i , τ±1

i たちの非可換多項式になり, 量子展
開環の場合には fi, q±α∨i , τ±1

i たちの非可換多項式になる.

この予想は Noumi-Yamada [4] の Theorem 1.3 の量子版になっている.

Kac-Moodyの場合には任意の対称化可能GCMについて量子 τ 函数の正則性予想を証
明し, 量子展開環の場合には有限型の場合に予想を証明する.

2.3 量子 τ 函数の単項式表示と表現論への帰着

次の式によって K = K1,Kq の元 φw(µ) を定義する:

w(τµ) = φw(µ)τw(µ) (w ∈ W, µ ∈ P ).

この φw(µ) は τi たちを含まない. (φw(µ) は fi, α
∨
i たちもしくは fi, q

α∨i たちで生成され
る K = K1,Kq の部分斜体に含まれる.) 量子 τ 函数の正則性予想は µ ∈ P+ のとき φw(µ)

が A = A1,Aq に含まれることと同値である.
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以下, µ ∈ P+, w ∈ W であるとし, w = sil · · · si2si1 は w の簡約表示であると仮定する.

Weyl群の元 w ∈ W のパラメーター変数と τ 変数への作用を w̃ と書くことにしたの
であった. 量子 τ 函数の正則性予想は w̃−1(φw(µ)) が A = A1,Aq に含まれることと同値
である. その w̃−1(φw(µ)) は次のように表わされる:

w̃−1(φw(µ)) = f−γl
il

· · · f−γ2

i2
f−γ1

i1
f

γ1+〈γ1,µ〉
i1

f
γ2+〈γ2,µ〉
i2

· · · fγl+〈γl,µ〉
il

ここで wk = sik · · · si2si1 , γk = w−1
k−1(α

∨
ik

) = si1si2 · · · sik−1
(α∨ik) とおいた. 量子 τ 函数の正

則性予想は µ ∈ P+ のときこの w̃−1(φw(µ)) が A = A1,Aq に含まれることと同値である.

さらにこの条件は任意の λ ∈ P+ に対して

f
−〈γl,λ+ρ〉
il

· · · f−〈γ2,λ+ρ〉
i2

f
−〈γ1,λ+ρ〉
i1

f
〈γ1,λ+µ+ρ〉
i1

f
〈γ2,λ+µ+ρ〉
i2

· · · f 〈γl,λ+µ+ρ〉
il

= f
−〈α∨il ,wl−1(λ+ρ)〉
il

· · · f−〈α
∨
i2

,w1(λ+ρ)〉
i2

f
−〈α∨i1 ,λ+ρ〉
i1

× f
〈α∨i1 ,λ+µ+ρ〉
i1

f
〈α∨i2 ,w1(λ+µ+ρ)〉
i2

· · · f 〈α
∨
il

,wl−1(λ+µ+ρ)〉
il

が fi たちの多項式になることと同値である (実際には少し議論が必要).

ここで Fw(λ) を

Fw(λ) = f
〈α∨il ,wl−1(λ+ρ)〉
il

· · · f 〈α
∨
i2

,w1(λ+ρ)〉
i2

f
〈α∨i1 ,λ+ρ〉
i1

と定義し, fi を fi に移す反代数自己同型を使えば, 上の条件は Fw(λ + µ)Fw(λ)−1 が fi

たちの多項式になることと同値であることがわかる. (Fw(λ) は w の簡約表示の取り方に
よらずに定まることが知られている. w の異なる簡約表示に対する Fw(λ) の右辺が等し
いという等式はVerma関係式と呼ばれている.)

よって λ, µ ∈ P+ のとき U−
1 と U−

q の中で Fw(λ + µ) が Fw(λ) で左から割り切れるこ
とを示せば量子 τ 函数の正則性予想が証明されたことになる.

w ∈ W と λ ∈ P に対して w ◦ λ = w(λ + ρ)− ρ とおく.

以下 U は Kac-Moody 代数の普遍展開環 U1 または量子展開環 Uq であるとし, ∆ はそ
の余積であるとする. (Uq では ∆(fi) = fi ⊗ 1 + ki ⊗ fi であるとする.) U− は U−

1 または
U−

q であるとする.

λ ∈ P に対して M(λ) は最高ウェイト λ を持つ U 上の Verma 加群を表わし, µ ∈ P+

に対して L(λ) は最高ウェイト λ を持つ可積分既約表現を表わすものとする. M(λ) の最
高ウェイトベクトルを vλ と書き, L(λ) の最高ウェイトベクトルを uµ と書く.

このとき vλ⊗ uµ は M(λ)⊗L(µ) の最高ウェイトベクトルになり, 最高ウェイト λ + µ

を持つ Verma 部分加群を生成する.

一般に λ ∈ P+のとき Fw(λ)vλ ∈ M(λ)は最高ウェイト w◦λを持つM(λ)のVerma部分
加群を生成する. 以下その Verma部分加群と M(w ◦λ)を同一視する: M(w ◦λ) ⊂ M(λ),

vw◦λ = Fw(λ)vλ. このとき M(λ) の元を a ∈ U− によって avλ と一意的に表わすと,

avλ ∈ M(w ◦ λ) と a が U− の中で Fw(λ) で左から割り切れることは同値になる.

さらに µ ∈ P+ を取ると, ∆(Fw(λ + µ))vλ ⊗ uµ は最高ウェイト w ◦ (λ + µ) を持つ
M(λ + µ) ⊂ M(λ)⊗ L(µ) のVerma 部分加群を生成する.

そして ∆(Fw(λ+µ))vλ⊗uµ は (Fw(λ+µ)vλ)⊗uµ + · · · の形をしている. よってもしも

∆(Fw(λ + µ))vλ ⊗ uµ ∈ M(w ◦ λ)⊗ L(µ)
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ならば Fw(λ + µ) は Fw(λ) で左から割り切れることになる.

これは表現論の専門家たちにはよく知られている translation principle の帰結である.

もしも M(w ◦ λ)⊗ L(µ) がその U 部分加群 prν(M(w ◦ λ)⊗ L(µ)) たちの直和に分解
し, T λ

λ+µ(M(w ◦ λ)) を

T λ
λ+µ(M(w ◦ λ)) = prλ+µ(M(w ◦ λ)⊗ L(µ)) ⊂ M(w ◦ λ)⊗ L(µ)

と定めるとき,

T λ
λ+µ(M(w ◦ λ)) ⊂ T λ

λ+µ(M(λ)),

T λ
λ+µ(M(λ)) ∼= M(λ + µ),

T λ
λ+µ(M(w ◦ λ)) ∼= M(w ◦ (λ + µ))

が成立しているならば, T λ
λ+µ(M(λ)) は vλ ⊗ uµ から生成され, ∆(Fw(λ + µ))vλ ⊗ uµ ∈

T λ
λ+µ(M(λ))はウェイト w◦(λ+µ)の singular vectorであり, M(w◦(λ+µ))からM(λ+µ)

への U 準同型が定数倍を除いて一意的であることより,

∆(Fw(λ + µ))vλ ⊗ uµ ∈ T λ
λ+µ(M(w ◦ λ)) ⊂ M(w ◦ λ)⊗ L(µ)

となることがわかり, τ 函数の正則性予想が証明される.

2.4 任意の対称化可能Kac-Moody代数の場合の予想の証明

U が Kac-Moody 代数の普遍展開環の場合には τ 函数の正則性予想の証明に必要な
translation principle に関する結果が Kac-Wakimoto [3] Lemma 1 で (より一般の場合が)

証明されている. したがって任意の対称化可能 Kac-Moody 代数の場合には τ 函数の正則
性予想は成立している.

定理 2.2. 対称化可能な Kac-Moody 代数の任意の場合に τ 函数の正則性予想は成立す
る.

2.5 有限型の量子展開環の場合の予想の証明

U が量子展開環の場合には有限型に限れば τ 函数の正則性予想の証明に必要な trans-

lation principle に関する結果が Joseph [2] 8.4.10 で証明されている. したがって任意の有
限型量子展開環の場合には τ 函数の正則性予想は成立している.

特に任意の正の整数 N に対する AN 型の場合に量子展開環の下三角部分において τ

函数の正則性予想は成立している. AN 型の量子展開環の下三角部分の n → ∞ での
inductive limit を経由して A∞ 型の場合にも τ 函数の正則性予想が成立していることが
わかる. そして A∞ 型の場合の n 簡約によって A

(1)
n−1 型の場合にも τ 函数の正則性予想

が成立していることがわかる.

定理 2.3. 量子展開環の場合には有限型と A∞ 型と A
(1)
n−1 型の場合には τ 函数の正則性

予想は成立する.
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3 古典の場合との比較

3.1 Weyl群作用の比較

量子化 (および q 差分化)される前のWeyl群双有理作用に関する基本文献は Noumi-

Yamada [4] である. その論文では τi たちと他の変数の Poisson 括弧は定義されていない.

このことが τ 函数の量子化をすぐに構成できなかった最大の理由である.

しかし τi たちはパラメーター変数 α∨i たちの正準共役変数の exponential であるとい
うことに気付けば量子化を定義することは容易である. ただし, このアイデアが正しいこ
とを確信するためには古典の場合に [4] で証明されている τ 函数の正則性 (多項式性) が
量子の場合にも成立していることを多くの具体的な計算で確認しなければいけなかった.

以下 A = [aij]i,j∈I は対称化可能GCMであるとする.

Noumi-Yamada [4] では可換 Poisson 代数としての生成元 α∨i , fi (i ∈ I) と以下の基本
関係式で定義される可換 Poisson 代数 (より正確にはその剰余整域) を扱っている:

ad{,}(fi)
1−aij(fj) = 0 (i 6= j), {α∨i , α∨j } = 0, {α∨i , fj} = 0.

ここで ad{,}(f)(g) = {f, g} とおいた. そして「τi は α∨i の正準共役変数の exponentialで
ある」というこのノートの立場に基づいて, τi に関して次を仮定する:

{τi, α
∨
j } = δijτi, {τi, fj} = 0.

さらに Weyl 群の元 w ∈ W の τi とパラメーター α∨i への作用 w̃ を第 1.2.1節と同様に
定めておく:

s̃i(fj) = fj, s̃i(α
∨
j ) = α∨j − ajiα

∨
i , s̃i(τj) =

{
τi

∏
k∈I τ−aki

k (i = j),

τj (i 6= j).

Noumi-Yamada [4] は Weyl 群の生成元 si (i ∈ I) の作用を次のように定めた:

si(x) = exp(ad{,}(α
∨
i log fi)) ◦ s̃i(x). (∗)

この定義に対応する式は [4] の (3.43)にある. しかし [4] では τi を Poisson 代数に含め
ていないのでパラメーター α∨i は Poisson 中心元になるので, exp(ad{,}(α∨i log fi)) の代
わりに exp(α∨i f−1

i ad{,}(fi)) のように書いている. Noumi-Yamada [4] は Poisson 構造を
経由せずに直接 τj への作用を定めているので, 上の定義に基づいた si の τj への作用が
Noumi-Yamada [4] のそれと一致していることを確認しなければいけない.

Noumi-Yamada [4] の式 (1.14)は次の通り:

si(τj) = τj (i 6= j), si(τj) = fiτi

∏

k∈I

τ−aki
k . (])

ただし Noumi-Yamada [4] はこのノートの fi を ϕi を書いているので ϕi を fi に書き直
して引用した. 上の定義がこの式を再現することを確認しよう.

まず i 6= j のとき s̃i(τj) = τj であり, {α∨i log fi, τj} = 0 なので, 上の定義のもとで (])

の前者の式が成立することがわかる.
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次に si(τi) を計算しよう. s̃i(τi) = τi

∏
k∈I τ−aki

k = τ−1
i

∏
k 6=i τ

−aki
k であり,

{α∨i log fi, τ
−1
i } = −(log fi)τ

−2
i {α∨i , τi} = (log fi)τ

−2
i τi = (log fi)τ

−1
i

なので次が成立する:

exp(ad{,}(α
∨
i log fi))(τ

−1
i ) = exp(log fi)τ

−1
i = fiτ

−1
i .

これより (])の後者の式が成立することがわかる.

古典の場合の si の作用の定義式 (∗)と量子の場合の定義式

si(x) = Ad(f
α∨i
i ) ◦ s̃i(x) = f

α∨i
i s̃i(x)f

−α∨i
i (?)

を比較しよう. ad(f)(g) = fg − gf のとき形式的に

Ad(f
α∨i
i ) = Ad(exp(α∨i log fi)) = exp(ad(α∨i log fi))

が成立することに注意すれば, 量子の場合の作用の定義式 (?)が古典の場合の定義式 (∗)の
類似になっていることは明らかだろう.

Noumi-Yamada [4] は古典の場合に 2A1, A2, B2, G2 型の場合の詳細な計算によって (∗)
で定義された si の作用がWeyl群の基本関係式を満たしていることを示している.

量子の場合には (?)で定義された si の作用がWeyl群の基本関係式を満たしているこ
とはVerma関係式から容易に導かれる ([1]). ここでVerma 関係式とは第 2.3節における
Fw(λ) の定義式の右辺が w の簡約表示の取り方によらないことを意味する等式のことで
ある.

3.2 τ 函数の正則性の証明法の比較

Noumi-Yamada [4] では dominant integral weight µ ∈ P+ と w ∈ W に対する τ 函数
τw(µ) = w(τµ) が fi, α∨i , τ±1

i の多項式で表わされること (正則性) をソリトン方程式に関
する佐藤幹夫の理論 (佐藤理論)の表現論的な定式化をWeyl群双有理作用に適用すること
によって証明している. 証明のアイデアは An−1, A∞, A

(1)
n−1 型の場合について正則性を証

明している野海 [5] が読み取りやすい.

細かい記号の説明は省略するが, µ ∈ P+, w ∈ W に対して具体的に書き下せる α∨i
たちの多項式 Nw(µ) が存在して, τ 函数 τw(µ) = w(τµ) が次のように表わされることを
Noumi-Yamada [4] は示している:

w(τµ) = Nw(µ)〈µ|bẇ|µ〉.

ここで |µ〉は最高ウェイト µを持つ可積分既約表現 L(µ)の最高ウェイトベクトルであり,

〈µ| はその双対表現 (右加群とみなす) の最高ウェイトベクトルである. この表示の最大の
利点は τ 函数 τw(µ) = w(τµ) が A 型の場合に小行列式で表わされること (Jacobi-Trudi型
公式)の直接的な一般化になっていることである. 実際, A 型の場合には g ∈ GLn(C) に
対して 〈Λi|g|Λi〉 は g の左上の i× i 部分の主小行列式になる.

古典版を扱っている Noumi-Yamada [4] では最高ウェイト可積分表現 L(µ) はこのよう
な形で使われる. それに対してこのノートの量子版では L(µ) は translation functor を構
成するために使われる.
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細かい記号の説明は省略するが, 量子 τ 函数 τw(µ) = w(τµ) の正則性は translation

principle

T λ
λ+µ(M(w ◦ λ)) ∼= M(w ◦ (λ + µ)) (λ, µ ∈ P+, w ∈ W )

に帰着される. ここで T λ
λ+µ : Oλ → Oλ+µ は

T λ
λ+µ(M) = prλ+µ(M ⊗ L(µ))

で定義される translation functor である.

この意味で L(µ) に付随するWeyl群双有理作用の佐藤理論の量子版での対応物は L(µ)

をテンソル積することで構成される translation functor なのかもしれない. これは筆者に
とってかなり意外な対応関係であり, おおげさかもしれないが, 新しい世界が開かれたよ
うに感じられた. この点についてはもっとつっこんだ研究が必要だと思われる.
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