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1 序

昔1、何も知らない私は次のような質問をしたことがある:

「Riemann 面の上の共形場理論の SpecZ 上の類似物2は何か?」3

そのときには解答を得ることができなかった。しかし、この問の答は非常に簡単である:

「それは古くから研究されている保型形式論である」

この解説文の目的はこのことを説明することである4。

2 Riemann 面と代数体の類似について

まず、Riemann面について復習する。Riemann面とは 1次元複素多様体のことである。
すなわち、C の開部分集合を “綺麗に”5 貼り合わせてできたものを Riemann 面と呼
ぶ。Riemann 面 R が compact ならば、R 上の有理型函数全体のなす体 K は C 上の
一変数代数函数体 (すなわち一変数有理函数体 C(x) の有限次拡大体)に同型になるこ
とが知られている。この K を C(R)と書き、Riemann 面 R の代数函数体と呼ぶ6。さ

∗東北大学理学部数学教室 (E-mail address: kuroki@math.tohoku.ac.jp)
1私が大学院博士課程前期の 1年生のとき (今から約 5年前)
2より一般には代数体 (すなわち有理数体 Q の有限次拡大体)もしくは有限体上の曲線に対する類似

物を考えるのが自然である。SpecZは Q の場合に対応しているが、無限素点も考慮しなければいけな
いので、SpecZ と書くべきかもしれない。

3この質問は「共形場理論が Z 上の構造を持つか?」とは一応異なる。その方向も「共形場理論は数
論的幾何学の構造を持つか?」に関係していて興味深い。残念ながらこの解説ではこれ以上その方向に触
れることはできない。

4以下、イイカゲンなことも書く予定である。不愉快に感じられる方のために、前もってお詫びして
おきたい。特に初学者の方は、以下に書いてあることを丸飲みしてしまわないよう注意されたい。

5ここで “綺麗に”という言葉は、双正則写像で貼り合わせた結果がHausdorff 空間になることを意味
している。一般に、何をどのカテゴリーでどのように貼り合わせるか決めるごとに、一つの “多様体概
念”が定まる。例: variety, scheme, algebraic space, algebraic stack, · · · .

6例えば、R が 2次元球面に同相ならば K ≃ C(x)が成立し、R が 2次元トーラスと同相ならばある
定数 g2, g3 が存在して K ≃ C(x,

√
4x3 − g2x− g3)が成立する。前者は genus 0 であり、後者は genus

1 である。なお、genus は Riemann 面の位相不変量であり、一般型の Riemann 面の genus は 2 以上
である。
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らに、これより、R は射影代数曲線になることが導かれる。すなわち、R は代数方程
式によって定義された複素射影空間 PN(C) の7中のある曲線 C に同型になる。実は、
以上の対応によって、Riemann 面 R と 複素一変数代数函数体 K と (非特異)複素射
影代数曲線 C の三つの対象は互いに一対一に対応している。この対応によって、R お
よび C の有限分岐被覆と K の有限次拡大体は互いに一対一に対応している8。すなわ
ち、(R 上の)通常の解析学の道具が自由に使える世界 R と代数幾何の道具が使える世
界 C と体 K が三位一体9

Riemann 面 ↔ 一変数代数函数体/C ↔ 非特異射影代数曲線/C

を形作っているのである。
さて、上で述べたように、Riemann 面10は C 上の代数曲線とみなせる。よって、任
意の体 k に対して11、k 上の代数曲線 C/k は12Riemann 面の基礎体 k における類似
物である。Riemann 面の代数函数体の類似物は、C/k の代数函数体 k(C)/k である。
ところが、任意の基礎体上では、R 上の通常の解析学を用いることができない。しか
し、基礎体 k が有限体 Fq である13場合には、通常の解析学の代わりに、数論的方法を
用いることができる。すなわち、有限体上の代数幾何は有限的・離散的という性質を
持つので、“個数を数え上げるという方法”が使えるのである14。したがって、特に基
礎体を有限体に取って考えることは、Riemann 面の理論15と代数体の数論16の類似を
はっきりさせるために役立つ。
ところで、数論における最も基本的な研究対象は代数体であると言って良いであろ
う17。代数体 K/Q は、数論における Riemann 面の代数函数体に類似している18。Rie-

mann 面上の点の概念の代数体 K/Q における類似物は、体 K から局所体 (すなわち
7ここでは、N 次元複素射影空間に対して PN (C) という記号を使ったが、正しい記号法は CPN で

あると主張する人もいる (̂ _̂ ;)。
8色々な世界の間の対応は対象の間の射も込めて、カテゴリーの間の同値としてとらえなければなら

ない。
9この方向の “三位一体”については名著 [岩澤] が詳しい。

10以下、基本的に compact な Riemann 面のみを考える。
11体を表わすのに F (field の F )を使うか K (Körper の K)を使うか意見が分かれるところである

(̂ _̂ ;)。しかし、基礎体を小文字の f で表わした文献を見たことはない。やはり、Körper のK に従うべ
きか?

12C/k は C over k と読む。記号 C/k は構造射 C → Spec k が指定されていることを意味する。
13ここで、Fq は q 個の元を持つ有限体を表わす。q は標数 p の巾になる。
14例えば、そのことを利用して有限体上の代数多様体の合同ゼータ函数が定義される。
15より一般には、Kähler多様体の理論
16より一般には、数論的多様体の理論
17さらに、素体上有限生成の体まで含めるのが自然である。そこまで一般化しておくと、数論的幾何
学と Fq 上の代数幾何学の両方が、そこに含まれてしまう。

18例えば、代数体の有限次拡大 L/K は、Riemann 面の有限分岐被覆の類似物であると思うことがで
きる。Hilbertの絶対類体論は Riemann面の有限不分岐 Abel被覆の理論の類似であり、高木の類体論は
Riemann 面の有限分岐 Abel 被覆の理論の類似である。しかし、Artin の reciprocity map は Frobenius
map を用いて定義されているので、Riemann面における類似物が何であるかは難しい問題である。こ
の方向で、類体論に興味のある方は、[Serre] に書いてある曲線の類体論の代数幾何学的な解説を参照さ
れたい。
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非離散局所コンパクト位相体)への稠密な埋め込み K ↪→ Kp であり、K の素点と呼ば
れている。
例えば、Q の素点は、素数 p = 2, 3, 5, 7, 11, · · · に対する有限素点Q ↪→ Qp もしくは
無限素点 Q ↪→ R のどれかに一致する19。ここで、p進体 Qp は形式的 Laurent 級数体

C((ξp)) =
{ ∑

i∈Z
aiξp

i
∣∣∣ ai ∈ C for any i ∈ Z and ai = 0 for i≪ 0.

}
の類似物であり20、集合としては次のように表わされる:

Qp =
{ ∑

i∈Z
aip

i
∣∣∣ ai = 0, 1, · · · , p− 1 for any i ∈ Z and ai = 0 for i≪ 0.

}
.

Z の Qp の中での閉包を Zp と書く。Zp は形式巾級数体 C[[ξp]] の類似物である。Q は
genus 0 の Riemann 面すなわち複素射影直線 P1(C) = C∪{∞} の代数函数体 C(x) に
似ている。点 p ∈ C における有理函数体 C(x) の C((ξp)) への埋め込みは ξp = x − p
に関する Laurent展開によって与えられる。Laurent 展開の Q における対応物は、p
進展開 Q ↪→ Qp である。なお、C(x) の無限遠点 ∞ における C((ξ∞)) への埋め込み
は ξ∞ = x−1 に関する Laurent展開によって与えられる。
一般に、代数体 K/Q の素点の全体も、可算個の有限素点と有限個の無限素点に分
類されることが知られている。ここで、K の無限素点とは K の R または C への像が
稠密な埋め込みのことで、K の有限素点とはその極大整数環 oK の素イデアル p にお
ける K の p 進完備化のことである。Riemann 面上の点 p における局所環OR,p の (唯
一の)極大イデアル m に対して、代数函数体 K = C(R) の m進完備化を K̂p と書き、
OR,p の m 進完備化を Ôp と書くことにする21。
さて、以上によって、もう一つの三位一体

Riemann 面 ←→ 有限体上の代数曲線 ←→ 代数体

が明らかになった22。始めに挙げた素朴な問「Riemann 面の上の共形場理論の SpecZ
上の類似物は何か?」は、この三位一体のもとで、次のように言うことができる:

「代数体や有限体上の曲線における共形場理論の類似物は何か?」
19素数 p に対して p 進体 Qp は次のように定義される。有理数 a が a = pnb/c (n, b, c ∈ Z かつ b,c
は p と素) と表わされるとき、|a|p := p−n と置く。ただし、a = 0 のときは |a|p := 0 と置く。この | · |p
は p進付値と呼ばれている。このとき、dp(a, a

′) := |a− a′|p (a, a′ ∈ Q) は Q 上の距離を与え、Q はそ
の距離に関して位相体をなす。この dp に関する Q の完備化を Q ↪→ Qp と書く。Qp を p 進体と呼び、
Qp の元を p進数と呼び、Q の Qp への埋め込み写像を p 進展開と呼ぶ。

20ここで、ξp は不定元である。
21点 p における局所座標系 ξp を ξp(p) = 0 を満たす様に取ると、同型 K̂p ≃ C((ξp)), Ôp ≃ C[[ξp]]
が成立する。K̂p の m 進位相は C 上 locally linearly compact な線型位相をなす。このことは、代数体
K に対する p 進体 Kp (例えば Q に対する p 進体 Qp) や R や C が locally compact になることの類
似である。線型位相については [Lefschetz]が詳しいのだが、岩波の数学辞典にも書いてある。

22ここでは、“一次元”の場合に限って類似を見ている。もちろん、高次元でも類似は存在する (数論
的幾何学)。
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この解説文の目的は、この素朴な問の解答が保型形式論であることを説明することで
ある。逆に言えば、古くから研究されている保型形式の理論の Riemann 面における類
似物は共形場理論なのである。以下においては、Riemann 面と Q の場合に限って類似
を解説する23。

3 共形場理論のアデール的な定式化

まず、Riemann 面上の共形場理論の話から始める24。群 G = SL2(C) に対する25 Rie-

mann 面 R 上の Wess-Zumino-Witten model (WZW模型) の場合に限って解説を試み
ることにする26。ここで、G = SL2(C) はもちろん行列式が 1 の複素 2次正方行列全体
のなす Lie 群である。その Lie 環27 g = sl2(C) = LieG は trace が 0 の複素 2次正方
行列全体に [A,B] := AB −BA によって Lie 環の構造を入れたものになる。g 上の非
退化な不変内積を (X|Y ) := Tr(XY ) for X, Y ∈ g によって定める。g の basis E,F,H

を以下のように取る:

E :=

[
0 1

0 0

]
, F :=

[
0 0

1 0

]
, H :=

[
1 0

0 −1

]
.(3.1)

n+ := CE, n− := CF , h := CH と置く。hは gのCartan subalgebra (maximal abelian

subalgebra)であり、n± は gの maximal nilpotent subalgebraである。hの dual space

h∗ の元を g の weight と呼ぶ。非負の整数 k に対して、P+, Pk を次のように定める:

P+ := {λ ∈ h∗ | λ(H) ∈ Z≥0 }, Pk := {λ ∈ P+ | λ(H) ≤ k }.(3.2)

Pk の元を level k の dominant integral weight と呼ぶ28。

23有限体上の曲線における類似物については [Ohio] を参照せよ。
24共形場理論には chiral theoryと non-chiral theoryの 2種類がある。chiral theoryでは holomorphic

part のみを扱う。物理学的な汎函数積分の方法で得られるのは non-chiral theory の方である。holo-
morphic part と anti-holomophic part を chiral theory で記述しておき、それらを組み合わせることに
よって、non-chiral theory を作ることができると広く信じられている。最近話題の mirror symmetry と
super conformal field theory の関係を述べるためには non-chiral theory が必要である。しかし、この
解説では chiral theory のみを扱う。

25SLn(C) を正しくは SL(n;C) と書くべきであると主張する人もいる。SL(n,C) とは微妙に違うとこ
ろに御注目願いたい (̂ _̂ ;)。

26より一般に、G は C 上の任意の単連結な複素単純 Lie 群であるとして良い。その場合は Riemann
面上の trivial group bundle R × G → R に対して共形場理論を定式化していることになる。さらによ
り究極的な定式化を得るためには、Riemann 面を安定曲線 C に、Lie 群 G を C 上の (適切な条件の
付いた)群概型 G/C に一般化し、さらにそれらの族を考えねばならない。安定曲線の局所普遍族上の
WZW 模型については [TUY] を参照されたい。古典 r 行列はRiemann 面上の特別な non-trivial group
bundle から得られることが知られている。

27Lie 代数と呼ぶ人もいる。しかし、the Virasoro algebra のことを Virasoro 代数と呼ぶ人はいるが
Virasoro 環と呼ぶ人はいない。やはり、Lie 代数と呼ぶべきか?

28任意の単純 Lie 環 g に対しては、非退化な不変内積を条件 (θ|θ) = 2 によって正規化しておき (θ は
g の highest root)、Pk := {λ ∈ P+ | (λ|θ) ≤ k } と定義する。
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さて、Lie 群 G = SL2(C) に対するWZW模型の解説をしよう。一般に、共形場理
論の模型は conformal block の定義を与えることによって構成される29。共形場理論の
一つの目的は conformal block を調べることである。WZW模型の conformal block を
定義するためには以下の data が必要である:

Riemann 面 R 上の互いに異なる有限個の点 p1, · · · , pN ∈ R;(3.3)

非負の整数 k;(3.4)

level k の dominant integtral weights λ1, · · · , λN ∈ Pk.(3.5)

アデールによる定式化について説明するためには、Riemann 面の各点に対して、“局
所的な表現”を対応させておかなければならない。ここでは、“局所的な表現”を無限
次元 Lie 環の言葉を使って与えることにする30。始めに affine Lie 環 ĝ を定義しよう。
ベクトル空間としては、

ĝ := g⊗C C((ξ))⊕ Ck(3.6)

と定義し、Lie 環の構造を

[X ⊗ f + ak, Y ⊗ g + bk] := [X, Y ]⊗ fg + (X|Y ) Res
ξ=0

(df · g)k(3.7)

によって入れる31。ここで、X,Y ∈ g, f, g ∈ C((ξ)), a, b ∈ C, df(ξ) := f ′(ξ)dξ ( ′はξ
による微分) であり、留数 Res

ξ=0
を次のように定義する:

Res
ξ=0

(
∑
i∈Z

aiξ
idξ) := a−1 (ai ∈ C).(3.8)

C((ξ)) を Laurent 多項式環 C[ξ, ξ−1] で置き換えれば、ĝ は A
(1)
1 型の Kac-Moody Lie

環に同型になる32。これによって、共形場理論では、Kac-Moody Lie環の表現論を利用
できるのである33。g⊗C[[ξ]]は自然に ĝの Lie subalgebraをなす。X ∈ gと X⊗1 ∈ ĝ

を同一視することによって、gを ĝの Lie subalgebraとみなす。λ ∈ Pk に対して、性質

(g⊗ ξC[[ξ]] + n+)vk,λ = 0, Hvk,λ = λ(H)vk,λ (最高ウェイト条件);(3.9)

(F ⊗ ξ−1)k−λ(H)+1vk,λ = 0 (可積分条件).(3.10)

29これは、chiral theory の定義である。任意の non-chiral theory は holomorphic part と anti-
holomorphic part の conformal blocks を組み合わせることによって構成されると信じられている。
ところで、“conformal block”の良い訳語はないであろうか? 直訳して “共形片”などとしても今一感じ
が出ない。

30共形場理論は、有限体上の場合と違って C 上 (より一般には標数 0の代数閉体上)の理論なので、無
限次元 Lie 環の理論が非常に有効に利用される。

31Resξ=0(df · g) は C((ξ)) に対する “inifinitesimal tame symbol” である。[Garland]の §12 を見よ。
32g が Xn 型ならば ĝ は X

(1)
n 型になる。詳しい解説は [Kac] を参照せよ。

33以下の解説では highest weight integral representations のみを利用する。その表現のクラスには
supercuspidal 表現の類似物は含まれない。しかし、Weil 表現の ŝpn での類似物を boson の計算によっ
て構成することはできる。
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を持つベクトル vk,λ ̸= 0 から生成される ĝ の既約表現が (同型を除いて)唯一存在す
る34。この表現を Lk,λ と書くことにする。Lk,λ は ĝ の最高ウェイト可積分表現と呼ば
れている35。
Riemann 面 R の点 p に対して、affine Lie 環のコピー ĝp を次のように対応させる。
まず、点 pにおける Riemann面の局所座標系 ξp で ξp(p) = 0を満たすものを任意に取
る。このとき、Riemann 面 R 上の有理型函数 f ∈ K = C(R) に対して、その Laurent

展開 f(ξ) ∈ K̂p = C((ξp)) を対応させることによって、体の埋め込み K ↪→ K̂p が定ま
る。ĝ の定義における ξ を ξp に置き換えてできる無限次元 Lie 環を ĝp = g⊗ K̂p⊕Ck

と書く。g⊗ Ôp = g⊗ C[[ξp]] は自然に ĝp の Lie subalgebra をなす。
これらの局所的な affine Lie 環 ĝp をすべての p ∈ R にわたって束ねることによっ
て、大域的な affine Lie 環 ĝR (adelic affine Lie algebra) を定義しよう。まず、そのた
めに、代数函数体 K = C(R) のアデール環 AR を定義する:

AR :=
∏′

p∈R
K̂p :=

{
(fp)p∈R ∈

∏
p∈R

K̂p

∣∣∣ 有限個の p を除いて fp ∈ Ôp

}
.(3.13)

AR は自然に環をなす36。f ∈ K の点 p ∈ R における Laurent 展開を fp ∈ K̂p と書く
とき、f 7→ (fp)p∈R によって、埋め込み K ↪→ AR が定まる37。ĝR を vector space と
して、

ĝR := g⊗ AR ⊕ Ck(3.14)

と定義し、Lie 環の構造を

[X ⊗ f + ak, Y ⊗ g + bk] := [X,Y ]⊗ fg + (X|Y ) ResR(df · g)k(3.15)

によって入れる。ここで、X, Y ∈ g, f = (fp), g = (gp) ∈ AR, a, b ∈ C, df := (f ′
p(ξp) dξp)

34g が一般の有限次元単純 Lie 環の場合は、g の lowest root −θ に対する root vector を Fθ と書き、
以下の条件を課す:

(g⊗ ξC[[ξ]] + n+)vk,λ = 0, Hvk,λ = λ(H)vk,λ for H ∈ h;(3.11)

(Fθ ⊗ ξ−1)k−(λ|θ)+1vk,λ = 0.(3.12)

g⊗ C[[ξ]] と g⊗ ξC[[ξ]] + h+ n+ はそれぞれ p進体上の簡約可能群の maximal compact subgroup と
Iwahori subgroup の affine Lie 環における類似物である。

35Affine Lie 環には以下の 2通りの見方がある: (1) loop algebra の中心拡大, (2) Kac-Moody Lie 環
の特別な場合。後者の (2)は、有限次元単純 Lie 環の一般化と見る見方である。この後者の見方におい
て、Lk,λ は有限次元単純 Lie 環の有限次元既約表現の類似物になっている。

36AR は C上 linearly locally comactな位相環になる。
∏′ は制限直積と呼ばれている。AR は Riemann

面の上の形式的な “全ての”函数全体の空間であると思って良い。AR の微分幾何的類似物は R 上の C∞

函数全体である。
37埋め込み K ↪→ AR を考えることによって、初めて Riemann 面 R の複素構造をアデール的に取り
扱ったことになる。このことの微分幾何的類似は、R 上の C∞ 函数の空間への ∂ の作用によって R の
複素構造を特徴付けることである。
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( ′はξpによる微分) であり、ResR を次のように定義する:

ResR ω :=
∑
p∈R

Res
ξp=0

ωp for ω = (ωp) ∈ Ω1
A :=

∏′

p∈R
K̂p dξp.(3.16)

右辺は見かけ上無限和であるが、制限直積の定義より有限和になるので、well-defined

である。以上によって、アデール的な affine Lie 環 ĝR が定義された。ĝp は自然に ĝR
の Lie subalgebra とみなせる。gK := g(K) := g ⊗K と置く38。このとき、K ↪→ AR

によって gK ↪→ ĝR が定まるが、この埋め込みは留数定理より Lie 環の準同型になっ
ていることがわかる。
ところで、まだ、conformal block を定義するために用意した data を全く使ってい
ない。その data は ĝR の表現を指定するために使われる。(3.3), (3.4), (3.5)の元で、
λ = (λ(p))p∈R を次のように定める:

λ(pi) := λi for i = 1, · · · , N, λ(p) := 0 for p ∈ R− {p1, · · · , pN}.(3.17)

Lk,λ を次のように定める:

Lk,λ :=
⊗′

p∈R
Lk,λ(p)

:=
{
ϕ = (ϕp) ∈

⊗
p∈R

Lk,λ(p)

∣∣∣ 有限個の p を除いて ϕp = vk,λ(p)
}
.

(3.18)

この Lk,λ には自然に ĝR が作用してする39。この作用によって、Lk,λ は ĝR の既約表
現をなす。
ここにまで来て、やっと、conformal block の定義を述べることができる。その定義
を見れば明らなことだが、AR や ĝR の代数構造自体には Riemann 面 R の複素構造の
情報は全く入っていない。実は、K ↪→ AR や gK ↪→ ĝR が R の複素構造の情報をすべ
て持っているのである。gK ↪→ ĝR によって、gK = g⊗K は Lk,λ に左から作用してい
るので、その dual space L∗

k,λ には自然に右から作用する
40。

Definition 3.1 L∗
k,λ の gK不変な元を conformal block と呼び、conformal blocks の

空間を次のように表わす:

CB(R, k,λ) := CB(R, p1, · · · , pN ; k, λ1, · · · , λN) :=
[
L∗
k,λ

]gK
:= {Φ ∈ L∗

k,λ | Φ(Aϕ) = 0 for ϕ ∈ Lk,λ and A ∈ gK }.
(3.19)

38これは、主アデール群の Lie 環的類似物である。
39しかも、Lk,λ に離散位相を入れたとき、ĝR の作用は連続的である。

⊗′ は制限テンソル積と呼ば
れている。

40ここでは、V = Lk,λ の dual space を 代数的に V ∗ := HomC(V,C) と定義している。
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以上によって、WZW 模型が定義された。R = P1(C), g = sl2(C) の場合は、[TK]

で詳しく扱われている41。[TUY] では、単一の Riemann 面の代わりに安定曲線の局
所普遍族上の conformal blocks の空間を扱っている42(g は任意の有限次元複素単純
Lie 環)。[TUY] では、空間 CB(R, k,λ) の次元は有限次元でかつ、N -pointed curve

(R, p1, · · · , pN) を変形してもその次元が不変であることが示されている43。これによっ
て、N-pointed stable curves の family の上に vector bundle が定まるが、その上に
projectively flat regular connection が入ることも示されている。さらに、特異安定曲
線に対する conformal blocks の空間は、その通常二重点を切り離してできる曲線に対
する conformal blocks の空間から構成される44。

Example 3.2 ([Verlinde], [MS]) g = sl2(C) に対して、ĝ の level k の characters で
張られる k+ 1 次元の函数空間はmodular 変換 τ 7→ −1/τ で不変である。その変換行
列は次のように表わされる:

Sλ,µ =
(

2

k + 2

)1/2

sin
(λ(H) + 1)(µ(H) + 1)

k + 2
for λ, µ ∈ Pk.(3.20)

Riemann 面 R の genus を g と書く。このとき、conformal blocks の空間の次元は、
R の複素構造にも R 上の N 個の点 p1, · · · , pN の位置にもよらず、次のように表わさ
れる:

dim CB(R, k,λ) =
∑
µ∈Pk

(
1

S0,µ

)2g−2 N∏
i=1

Sλi,µ

S0,µ

.(3.21)

この種の公式は一般に Verlinde formula と呼ばれている45。
共形場理論と保型形式論の類似について説明しよう46。簡単のため G = GL2 の場合
を扱う。G の中心を Z と書く (Z ≃ Gm)。
まず、G, G1 に付随するアデール群を定義する。Q のアデール環は、制限直積によっ
て A := AQ := R× ∏′

p:素数
Qp と定義され、局所コンパクト位相環をなす。GA := G(A) =

41[TK]では、conformal block にあたるものは vertex operator と呼ばれている。
42[TUY]では、conformal block にあたるものは vacuum と呼ばれている。
43通常二重点を持つ stable curve まで変形しても次元は変わらない。
44以上に関する詳しい説明と証明は [TUY]を見よ。
45昔は Verlinde conjecture と呼ばれていた。N = 0 の場合の公式が [Verlinde] (3.15) にあり、より一
般の公式は [MS] (A.7) にある。[MS] は共形場理論のある種の公理系を与え、その公理系から Verlinde
formula が出ることを証明している。この節で定義されたWZW 模型が [MS] の公理系を満たすこと
は [TUY] で証明された。なお、R 上の parabolic bundles の moduli 空間の上のある定められた line
bundle の global sections の空間の次元公式を Verlinde formula と呼ぶ人もいるので注意が必要である。
実は、その global section の方を conformal block の定義とする流儀もある。これによって、conformal
blocks には二つの定義があることになる。しかし、その二つ定義の同値性は数学的には non-trivialであ
る。二つの定義が形式的に同値であることは、[Oxford] の G. Segal による Seminar 4 に書いてある。

46WZW模型について詳しく説明したので、以下においては、詳しい定義を省略することがある。
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GL2(A)を Gのアデール群と呼び、GQ := G(Q)を主アデール群と呼ぶ47。GR := G(R),
GQp := G(Qp) と置くと、GA は制限直積を用いて GA = GR ×

∏′

p:素数
GQp のように表わ

される。自然な diagonal embedding Q ↪→ A によって、GQ は GA の部分群とみなせ
る。GA は局所コンパクト群になるので、その上には Haar 測度が入る48。Z ≃ Gm に
対しても同様の言葉を定義しておく。Q のアデール環 A = AQ の共形場理論における
対応物は、式 (3.13) で定義された AR である。また、アデール群 GA の共形場理論に
おける Lie 環的類似物は、式 (3.14), (3.15) で定義された ĝR である49。
次に、表現論の話に移ろう。π は GA の表現であるとし、π∞, πp はそれぞれ GR, GQp

の表現であるとする。このとき、π が GA の許容既約表現50であることと、π が以下の
ように GR, GQp のある許容既約表現 π∞, πp 達の制限直積に同型になることは同値で
ある51:

π ≃ π∞ ⊗
⊗′

p:素数

πp.(3.22)

この式における π と π∞, πp の共形場理論における類似物は、それぞれ、式 (3.18) に
おける Lk,λ, Lk,λ(p) である52。

4 共形場理論の主束のモジュライ空間上の定式化

引き続き、保型形式の話を続けよう。保型形式の最も典型的かつ古典的な例であるモ
ジュラー形式について説明する。非負の整数 N に対して、SL2(Z) から SL(Z/NZ) へ
の自然な写像を fN と書き53、SL2(Z/NZ) の部分群を UN , BN (これらはここだけの
記号)を

UN :=

{[
1 b

0 1

]}
⊂ BN :=

{[
a b

0 d

]}
⊂ SL2(Z/NZ)(4.1)

47ここで、C上の概型 X と C 上位相環 A に対して、X の A-rational point set に A から来る自然
な位相を入れたものをX(A) と書いた。

48Haar測度が存在することは数論的な状況の大きな特徴である。AQ 上の加法に関する不変測度の、
共形場理論における類似物はRiemann 面上の函数空間上の不変測度 (“Feynman 測度”)である。前者は
数学的に正しく存在するが、後者は存在しない。このことが、場の量子論・統計力学を難しくしている。

49しかし、二つの明らかな相異点が存在する。一つは、GA は群であり、ĝR は Lie 環であり、もう一
つは、ĝR は中心拡大されているが、GA はされてないことである。共形場理論においても Lie 環ではな
く群の方を考えれば、前者の相異点は無くなる。ただし、C上無限次元の群を扱わなければならない。
GA の中心拡大については、[久保田], [Moore], [PR] を見よ。

50許容表現 (admissible representation) の定義は省略する。
51詳しい説明と証明は [Flath] を見よ。
52ただし、式 (3.18) においては、局所的な許容表現として、可積分表現という非常に限られた表現の
みを考えてる。より一般の許容表現まで含めた結果については、これからの研究が待たれるところであ
る。

53この fN は全射であるが、このことは trivial ではない。fN の全射性は “強近似定理”と呼ばれて
いる。例えば、単連結かつ連結な Chevalley 群に対する強近似定理の証明が [Moore] の Chapter IV に
ある。
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と定義する。SL2(Z) の離散部分群 Γ(N), Γ1(N), Γ0(N) が次のように定義される:

Γ(N) := Ker fN ⊂ Γ1(N) := f−1
N (UN) ⊂ Γ0(N) := f−1

N (BN).(4.2)

ある Γ(N) を含む SL2(Z) の部分群を SL2(Z) の合同部分群 (congruence subgroup) と
呼ぶ。Γi(N) はその典型的な例である。以下において、Γ は SL2(Z) の合同部分群であ
るとする。G+

R := { g ∈ GR | det g > 0 } は複素上半平面 H := { τ ∈ C | Im τ > 0 } に
左から作用する:

gτ :=
aτ + b

cτ + d
(∈ H) for τ ∈ H, g =

[
a b

c d

]
∈ G+

R .(4.3)

この作用を通して、Γ は H に作用する。Y (Γ) := Γ\Hと置く。Y (Γ) に有限個の点を
付け加えて、compact Riemann 面 X(Γ) (Y (Γ) のコンパクト化) を作ることができる。
新たに付け加えた点を X(Γ) の cusp と呼ぶ。

Example 4.1 (Γ = SL2(Z)) Y (1) = SL2(Z)\H とそのコンパクト化 X(1) は次を満
たす:

Y (1) ≃ P1(C)− {pt}, X(1) ≃ P1(C).(4.4)

Y (1) は複素楕円曲線のモジュライ空間である。すなわち、τ ∈ H に対して複素楕円曲
線 Eτ := C/Z+ τZ を対応させることによって、Y (1) の点と複素楕円曲線の同型類が
一対一に対応する。

Example 4.2 (Γ = Γ0(N)) Y0(N) = Γ0(N)\H は複素楕円曲線 E とその位数 N の
巡回部分群 c の組 (E, c) のモジュライ空間である。τ ∈ H に対して、Eτ 上における
1
N
Z (⊂ C) の像 cτ は Eτ の位数 N の巡回部分群である。対応 τ 7→ (Eτ , cτ ) によって、

Y0(N) の点と (E, c) の同型類が一対一に対応する54。ただし、(E, c) と (E ′, c′) が同
型であるとは、E から E ′ への同型写像で c を c′ に移すものが存在することである。
Y0(N) のコンパクト化を X0(N) と表わす。

このように、Y (Γ) は複素楕円曲線 (+ α) のモジュライ空間であると言って良い。先
走って言えば、共形場理論における楕円曲線のモジュライ空間の類似物は、Riemann

面の上の (rank 2 の)ベクトル束のモジュライ空間である。
Γ0(N) に対するモジュラー形式を定義しよう。(Z/NZ)× の character ψ をとり、

(Z/NZ)× の外では値 0 を取るように拡張しておく。自然な写像 Z → Z/NZ と ψ

の合成も同じ記号 ψ と書くことにする。この ψ を modulo N の Dirichlet charac-

ter と呼ぶ。k は非負の整数であるとする。g =

[
a b

c d

]
∈ G+

R , τ ∈ H に対して、

j(g, τ) := (cτ + d)(det g)1/2 と置く。
54Y (N) := Γ(N)\H や Y1(N) := Γ1(N)\H も楕円曲線 + α のモジュライ空間になっている。例えば、

[Silverman] の Appendix C を見よ。
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Definition 4.3 複素上半平面 H 上の正則函数 f が level N , weight k, character ψ の
モジュラー形式であるとは、以下の二つの条件を満たしていることである:

f(γτ)j(γ, τ)−kψ(a)−1 = f(τ) for γ =

[
a b

c d

]
∈ Γ0(N);(4.5)

f は X0(N) の各 cusp の上でも正則である (詳しい定義は省略)。(4.6)

さらに、f が次の条件を満たすとき、f はカスプ形式であると言う:

f は X0(N) の任意の cusp で 0 になる。(4.7)

このように定義されたモジュラー形式とカスプ形式の空間をそれぞれMk(N,ψ), Sk(N,ψ)

と表わす。

等式 (d(γτ))k/2 = j(γ, τ)−k (dτ)k/2 より、k が偶数かつ ψ = 1 であるとき、対応する
モジュラー形式の空間 Mk(N, 1) は X0(N) 上の正則 k/2 形式の空間に等しい。
上の様に定義したモジュラー形式の空間が、第 3節におけるアデール群上のある函
数空間と同一視できることを説明しよう。そのときに要になるのは次の強近似定理で
ある。

Lemma 4.4 (強近似定理) GQG
+
R は GA の中で稠密である。

GA のコンパクト部分群 K0(N) を次のように定める:

Kp :=

{[
a b

c d

]
∈ GL2(Zp)

∣∣∣∣∣ c ≡ 0 mod N

}
,(4.8)

K ′
0(N) :=

∏′

p:素数

Kp, K0(N) := SO(2)×K ′
0(N).(4.9)

このとき、G+
RK

′
0(N)はGAの開部分群になるので、上の Lemmaより、GA = GQG

+
RK

′
0(N)

が成立する。よって、GQ ∩G+
RK

′
0(N) = Γ0(N) より、次が成立することがわかる:

ZAGQ\GA/K0(N) ≃ Γ0(N)\H = Y0(N).(4.10)

Ẑ :=
∏

p:素数 Zp と置くと、素因数分解の一意性より、直積分解 A× = Q×R×
+Ẑ× が成立

する。よって、自然な写像列 A× → Ẑ× → (Z/NZ)× と Dirichlet character ψ の合成
によって、Q の grossencharacter が定まる。それも ψ と書くことにする。K0(N) の
character χ を次のように定める:

χ(k′0) := ψ(a′) for k′0 =

[
a′ b′

c′ d′

]
∈ K ′

0(N);(4.11)

χ(rθ) := e−ikθ for rθ =

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]
∈ SO(2).(4.12)
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f ∈ Sk(N,ψ) に対して、GA 上の函数 ϕf を次の式によって定めることができる:

ϕf (γg∞k
′
0) := f(g∞ i)j(g∞, i)

−kχ(k′0).

for γ ∈ GQ, g∞ ∈ G+
R , k

′
0 ∈ K ′

0(N).

(4.13)

sl2(R) の Casimir operator を ∆ と書くことにする。

Proposition 4.5 対応 f 7→ ϕf によって、カスプ形式の空間 Sk(N,ψ) は以下の条件
を満たす GA 上の滑らかな函数 ϕ 全体のなす空間と同型である55:

ϕ(zγg) = ϕ(g)ψ(z) for γ ∈ GQ, z ∈ ZA;(4.14)

ϕ(gk0) = χ(k0)ϕ(g) for k0 ∈ K0(N);(4.15)

∆ϕ = −k
2

(
k

2
− 1

)
ϕ;(4.16)

ϕ は slowly increasing である;(4.17) ∫
Q\A

ϕ

([
1 x

0 1

]
g

)
dx = 0 (カスプ条件).(4.18)

以上の話の共形場理論における類似について考えてみる。以下、前節の前半の記号
をそのまま用いる。次が成立する:

GLr(K)\GLr(AR)/GLr(OR)

≃ { [E] | E は R 上の rank r のベクトル束 }.
(4.19)

ここで、K は Riemann 面 R の代数函数体、AR は (3.13) で定義された R のアデー
ル環、OR :=

∏
p∈R C[[ξp]] ⊂ AR であり、[E] はベクトル束 E の同型類を表わす。GLr

を SLr に置き換えた場合は、c1(E) = 0 のベクトル束のみを考えることになる。r = 2

の場合は、ちょうど、Example 4.1 (+ 式 (4.10)) の類似になっている56。このように
して、共形場理論にベクトル束のモジュライ空間57が関係してくるのである。
以下では、前節 (の前半)と同様の記号を用いる。g⊗AR の中心拡大 ĝR の群における
対応物を ĜR := SL2(AR)×C×と表わす。このとき、GK := SL2(K), G(OR) := SL2(OR)

は自然に ĜR の部分群とみなせる。また、ĝR の表現 Lk,λ は ĜR の表現に積分可能で
ある。S := { p1, · · · , pN } ⊂ R に対して、G(OR) の部分群 I を次のように定める:

Ip :=

{[
a b

c d

]
∈ SL2(C[[ξp]])

∣∣∣∣∣ c ≡ 0 mod (ξp)

}
for p ∈ S,(4.20)

Ip := SL2(C[[ξp]]) for p /∈ R− S;(4.21)

I :=
∏
p∈R

Ip.(4.22)

55詳しい説明は [Gelbart] などを見よ。
56式 (4.19) の証明にも、ある種の “近似定理” が必要である。
57正確には、式 (4.19) の quotient は stack のカテゴリーで考える。詳しいことは [BL] を見よ。

12



この I は式 (4.9) で定義された K0(N) の類似物である。Example 4.2 (+ 式 (4.10))

の類似は以下のようになる:

M := SL2(K)\ SL2(AR)/I

≃ { [(E, c)] | E と c = (cp)p∈S は以下の条件を満たす },
(4.23)

E は R 上の rank 2 かつ c1(E) = 0 のベクトル束である;(4.24)

各 p ∈ S に対して cp は fiber Ep の 1次元部分空間である。(4.25)

ここで、[(E, c)]は (E, c)の同型類を表わす。このような (E, c)を quasi parabolic vector

bundle と呼ぶ。
Î := I ×C× と置く。k と λ はÎ の 1次元表現 Ck,λ を自然に定める。Ck,λ が形式的
に58定める F := SL2(AR)/I ≃ ĜR/Î とM 上の line bundles をそれぞれ L̃k,λ, Lk,λ と
表わす。このとき、L̃k,λ の global sections の空間 H0(F , L̃k,λ) は L∗

k,λ に同型である。
したがって、

CB(R, k,λ) ≃
[
L∗
k,λ

]gK ≃ [L∗
k,λ

]GK ≃
[
H0(F , L̃k,λ)

]GK ≃ H0(M,Lk,λ).(4.26)

このようにして、conformal block と quasi parabolic bundles のモジュライ空間上の
line bundle Lk,λ の global section が同一視されるのである59。
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