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1 斜体上定義された置換群の有理作用
K は可換とは限らない任意の体であるとする.

1.1 横作用の基本公式

r, x1, . . . , xm, y1, . . . , ym ∈ K× は以下の条件を満たしていると仮定する:

• r および xm · · ·x2x1, ym · · · y2y1 は K× の中心元である.

• xi, yi の添字 i を次の準周期条件によって Z 全体に拡張しておく:

xi+m = rxi, yi+m = ryi.

• α を次のように定めると α ∈ K×:

α := xm−1 · · · x1x0 − ym · · · y2y1.

次の公式が成立していることに注意せよ:

xi+m−1 · · ·xi+1xi = rixm−1 · · · x1x0, yi+m · · · yi+2yi+1 = riym · · · y2y1.

これらの公式は xmxm−1 · · · x1 = xm−1 · · · x1xm などが成立していることに注意すれ
ばただちに証明される.
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• ãi を次のように定めると ãi ∈ K×:

ãi :=
m∑

j=1

m−j︷ ︸︸ ︷
yi+m−1 · · · yi+j+1yi+j

j−1︷ ︸︸ ︷
xi+j−2 · · · xi+1xi

= yi+m−1 · · · yi+3yi+2yi+1 + yi+m−1 · · · yi+3yi+2xi + yi+m−1 · · · yi+3xi+1xi

+ · · ·+ yi+m−1yi+m−2xi+m−4 · · · xi+1xi + yi+m−1xi+m−3xi+m−4 · · · xi+1xi

+ xi+m−2xi+m−3xi+m−4 · · · xi+1xi.

さらに ai ∈ K× を次のように定めておく:

ai := r−(i−1)ãi.

このとき ãi, ai は次の準周期条件を満たしている:

ãi+m = rm−1ãi, ai+m = r−1ai.

例 1.1 m = 2 のとき
ã1 = y2 + x1, ã2 = y3 + x2.

m = 3 のとき

ã1 = y3y2 + y3x1 + x2x1, ã2 = y4y3 + y4x2 + x3x2, ã3 = y5y4 + y5x3 + x4x3.

m = 4 のとき

ã1 = y4y3y2 + y4y3x1 + y4x2x1 + x3x2x1,

ã2 = y5y4y3 + y5y4x2 + y5x3x2 + x4x3x2,

ã3 = y6y5y4 + y6y5x3 + y6x4x3 + x5x4x3,

ã4 = y7y6y5 + y7y6x4 + y7x5x4 + x6x5x4.

K[z] の元を成分に持つ行列 Λ(z) を次のように定める:

Λ(z) := E12 + · · ·+ En−1,n + zEn1.

ここで Eij は m×m の行列単位である. 対角行列 X, Y , A を次のように定める:

X := diag(x1, . . . , xm),

Y := diag(y1, . . . , ym),

A := diag(a1, . . . , am).

さらに X [i], Y [i], A[i] を次のように定める:

X [i] := diag(xi+1, . . . , xi+m),

Y [i] := diag(yi+1, . . . , yi+m),

A[i] := diag(ai+1, . . . , ai+m).

xi, yi, ai の準周期性より,

Λ(z)X [i]Λ(r−1z)−1 = X [i+1],

Λ(z)Y [i]Λ(r−1z)−1 = Y [i+1],

Λ(r−1z)A[i]Λ(z)−1 = A[i+1].



1.1. 横作用の基本公式 3

補題 1.2 以上の設定のもとで以下の公式が成立している:

(1) ãi+1xi − yi+mãi = xi+m−1 · · · xi+1xi − yi+m · · · yi+2yi+1 = riα.

(2) ai+1xi − yiai = α.

(3) Λ(r−1z)AΛ(z)−1X − Y A = α.

証明. (1)は次のようにして証明される. まず yi+mãi, ãi+1xi を個別に計算すると,

ãi+1xi =
m∑

j=1

m−j︷ ︸︸ ︷
yi+m · · · yi+j+2yi+j+1

j︷ ︸︸ ︷
xi+j−1 · · · xi+1xi,

yi+mãi =
m∑

j=1

m−j+1︷ ︸︸ ︷
yi+m · · · yi+j+1yi+j

j−1︷ ︸︸ ︷
xi+j−2 · · ·xi+1xi

=
m−1∑
j=0

m−j︷ ︸︸ ︷
yi+m · · · yi+j+2yi+j+1

j︷ ︸︸ ︷
xi+j−1 · · ·xi+1xi .

よって

ãi+1xi − yi+mãi = xi+m−1 · · · xi+1xi − yi+m · · · yi+2yi+1

= rixm−1 · · ·x1x0 − riym · · · y2y1 = riα.

(2)の結果は (1)の結果に yi+m = ryi, ãi = ri−1ai, ãi+1 = riai+1 を代入して, 全体を ri で
割れば導かれる. (3)は (2)の書き変えに過ぎない.

補題 1.3 K× の元を成分に持つ m 次対角行列

X ′ = diag(x′1, . . . , x
′
m), Y ′ = diag(y′1, . . . , y

′
m)

に関する方程式

(Λ(z) + X)(Λ(r−1z) + Y ) = (Λ(z) + X ′)(Λ(r−1z) + Y ′), (1.1)

xm · · · x2x1 = ry′m · · · y′2y′1, (1.2)

rym · · · y2y1 = x′m · · · x′2x′1 (1.3)

は唯一の解を持ち, その解は次の表示を持つ:

x′i = a−1
i+1yiai = xi − α

ai+1

= rã−1
i+1yiãi = xi − riα

ãi+1

, (1.4)

y′i = ai+1xia
−1
i = yi +

α

ai

= r−1ãi+1xiã
−1
i = yi +

ri−1α

ãi

. (1.5)

この表示は次と同値である:

X ′ = A[1]−1
Y A = X − αA[1]−1

,

Y ′ = A[1]XA−1 = Y + αA−1.
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注意 1.4 K が可換体であるならば det(Λ(z) + X) = (−1)m−1z + x1 · · ·xm である. よっ
てそのとき条件 (1.2) は det(Λ(z) + X) と r det(Λ(r−1z) + Y ′) = (−1)m−1z + ry′1 · · · y′m
が等しいという条件に同値である. 条件 (1.3) についても同様である.

補題 1.3の証明. まず (1.4), (1.5) それぞれの 2番目から 4番目の等号を証明しよう. 補題
1.2の (2)より ai+1xi = yiai + α, yiai = ai+1xi − α であるから

ai+1xia
−1
i = (yiai + α)a−1

i = yi +
α

ai

,

a−1
i+1yiai = a−1

i+1(ai+1xi − α) = xi − α

ai+1

.

これで (1.4), (1.5) それぞれの 2番目の等号が示された. 残りの等号は ai = r−(i−1)ãi,

ai+1 = r−iãi+1 を代入すれば得られる.

次に (1.4), (1.5) から (1.1), (1.2), (1.3) が導かれることを証明しよう.

(1.1) の左辺は次のように表わされる:

(Λ(z) + X)(Λ(r−1z) + Y ) = Λ(z)Λ(r−1z) + (X + Λ(z)Y Λ(r−1z)−1)Λ(r−1z) + XY.

(1.4), (1.5) はそれぞれ次に同値である:

X ′ = Λ(z)A−1Λ(r−1z)−1Y A = X − αΛ(z)A−1Λ(r−1z)−1,

Y ′ = Λ(r−1z)AΛ(z)−1XA−1 = Y + αA−1.

これらの一番右側の式を (1.1) の右辺に代入すると

(Λ(z) + X ′)(Λ(r−1z) + Y ′) = (Λ(z) + X − αΛ(z)A−1Λ(r−1z)−1)(Λ(r−1z) + Y + αA−1)

= Λ(z)Λ(r−1z) + (X + Λ(z)Y Λ(r−1z)−1)Λ(r−1z)

+ XY + αXA−1 − αΛ(z)A−1Λ(r−1z)−1Y + α2Λ(z)A−1Λ(r−1z)−1A−1.

よって (1.1) が成立するための必要十分条件は

XA−1 − Λ(z)A−1Λ(r−1z)−1Y = αΛ(z)A−1Λ(r−1z)−1A−1.

この条件は補題 1.2の (3)と同値である. これで (1.4), (1.5) から (1.1) が導かれることが
わかった.

(1.4), (1.5) より

y′m · · · y′1 = am+1xma−1
m · · · a3x2a

−1
2 a2x1a

−1
1 = r−1a1xm · · · x1a

−1
1 = r−1xm · · · x1,

x′m · · · x′1 = a−1
m+1ymam · · · a−1

3 y2a2a
−1
2 y1a1 = ra−1

1 ym · · · y1a1 = rym · · · y1.

これで (1.4), (1.5) から (1.2), (1.3) が導かれることがわかった.

最後に方程式 (1.1), (1.2), (1.3) の解の一意性を証明しよう. X ′, Y ′ は方程式 (1.1),

(1.2), (1.3) の解であると仮定する. X ′, Y ′ は次の形をしていると仮定しても一般性が失
われない:

Y ′ = Y + C, C = diag(c1, . . . , cm),

X ′ = X −D, D = diag(d1, . . . , dm).
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この仮定のもとで D = Λ(z)CΛ(r−1z)−1 でかつ ci = αa−1
i = ri−1αãi となることを示せ

ばよい.

Y ′ = Y + C, X ′ = X −D を (1.1) の右辺に代入して整理すると

(Λ(z) + X ′)(Λ(r−1z) + Y ′) = (Λ(z) + X −D)(Λ(r−1z) + Y + C)

= Λ(z)Λ(r−1z) + (X + Λ(z)Y Λ(r−1z)−1 −D + Λ(z)CΛ(r−1z)−1)Λ(r−1z)

+ XY + XC −DY −DC.

よって (1.1) が成立するための必要十分条件は次が成立することである:

D = Λ(z)CΛ(r−1z)−1, XC −DY = DC.

ci+m = rci (i = 1, . . . ,m) と置くことによって, この条件は次のように書き直される:

di = ci+1 (i = 1, . . . , m),

xici − ci+1yi = ci+1ci (i = 1, . . . , m). (1.6)

もしも ci = 0 を満たす i が存在するならば ci+1yi = 0 となるので, yi ∈ K× という仮定
より ci+1 = 0 も導かれる. したがってどれか一つでも ci が 0 になれば残りもすべて 0 に
なる. しかしそのとき Y ′ = Y となるので (1.2) より

α = r−1xm · · ·x1 − ym · · · y1 = y′m · · · y′1 − ym · · · y1 = ym · · · y1 − ym · · · y1 = 0

となって最初の α ∈ K× という仮定に反する. これで ci ∈ K× (i = 1, . . . , m) であること
がわかった. よって ui = c−1

i とおいて (1.6) を次のように書き直すことができる:

ui+1xi − yiui = 1 (i = 1, . . . , m).

これは ui に関する連立方程式である. その連立方程式は ym · · · y1, xm · · · x1 が K× の中心
元でかつ α ∈ K× という仮定のもとで一意に解けることがわかる. たとえば, i番目の方程
式の両辺に左から ym · · · yi+1 をかけ, 右から xi−1 · · ·x1 をかけ, その結果を i = 1, . . . , m

について足し合わせると次が得られる:

r−1u1xm · · · x1 − ym · · · y1u1 =
m∑

i=1

m−i︷ ︸︸ ︷
ym · · · yi+1

i−1︷ ︸︸ ︷
xi−1 · · · x1 .

これの左辺は αu1 に等しく, 右辺は ã1 に等しいので u1 = α−1ã1 すなわち c1 = αã−1
1 で

ある. 他の ci についても同様の計算によって ci = ri−1αã−1
i となることがわかる. これで

方程式 (1.1), (1.2), (1.3) の解の一意性が示された.

例 1.5 (m = 2 の場合) m = 2 のとき α = x1x0 − y2y1 であり,

x′1 = r(y3 + x2)
−1y1(y2 + x1) = x1 − rα

y3 + x2

,

x′2 = r(y4 + x3)
−1y2(y3 + x2) = x2 − r2α

y4 + x3

,

y′1 = r−1(y3 + x2)x1(y2 + x1)
−1 = y1 +

α

y2 + x1

,

y′2 = r−1(y4 + x3)x2(y3 + x2)
−1 = y2 +

rα

y3 + x2

.
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例 1.6 (m = 3 の場合) m = 3 のとき α = x2x1x0 − y3y2y1 であり,

x′1 = r(y4y3 + y4x2 + x3x2)
−1y1(y3y2 + y3x1 + x2x1) = x1 − rα

y4y3 + y4x2 + x3x2

,

x′2 = r(y5y4 + y5x3 + x4x3)
−1y2(y4y3 + y4x2 + x3x2) = x2 − r2α

y5y4 + y5x3 + x4x3

,

x′3 = r(y6y5 + y6x4 + x5x4)
−1y3(y5y4 + y5x3 + x4x3) = x3 − r3α

y6y5 + y6x4 + x5x4

,

y′1 = r−1(y4y3 + y4x2 + x3x2)x1(y3y2 + y3x1 + x2x1)
−1 = y1 +

α

y3y2 + y3x1 + x2x1

,

y′2 = r−1(y5y4 + y5x3 + x4x3)x2(y4y3 + y4x2 + x3x2)
−1 = y2 +

rα

y4y3 + y4x2 + x3x2

,

y′3 = r−1(y6y5 + y6x4 + x5x4)x3(y5y4 + y5x3 + x4x3)
−1 = y3 +

r2α

y5y4 + y5x3 + x4x3

.

1.2 縦作用の基本公式

1.3 可換な場合の行列式公式

定理 1.7 K は任意の可換体であるとし, xij ∈ K (i = 1, . . . , m, j = 1 . . . , n)とする. n×n

行列 K1(z), . . . , Km(z) と m×m 行列 V1(w), . . . , Vm(w) を次のように定める:

Ki(z) =




xi1 1

xi2
. . .
. . . 1

z xin




, Vj(z) =




x1j 1

x2j
. . .
. . . 1

w xmj




.

このとき次の公式が成立している:

det
(
(−1)m−1w + K1(z) · · ·Km(z)

)
= det

(
(−1)n−1z + V1(w) · · ·Vn(w)

)
.

注意 1.8 定理 1.7の公式は古典 m× n モデルの保存量が m×m の local L-operators の
言葉でも n× n の local L-operators の言葉でも表現可能なことを意味している.

例 1.9 (m = 1 の場合) m = 1 のとき xj = x1j と書くと

K1(z) =




x1 1

x2
. . .
. . . 1

z xn




, Vj(w) = w + xj.

このとき

det
(
w + K1(z)

)
= (−1)n−1z + (w + x1) · · · (w + xn),

det
(
(−1)n−1z + V1(w) · · ·Vn(w)

)
= (−1)n−1z + (w + x1) · · · (w + xn)

なので, m = 1 の場合は確かに定理 1.7の結果が確かに成立している.
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例 1.10 (m = 2 の場合) m = 2 であるとし, xj = x1j, yj = y2j と書き, xj, yj の添字を n

周期的に整数全体に拡張しておき, 以下のように置く:

εj = xjyj, fj = xj + yj+1, L(z) = K1(z)K2(z),

Fj(w) = P−1
j Vj(w)Pj+1, Pj =

[
1 0

yj 1

]
.

このとき

L(z) =




ε1 f1 1

ε2 f2
. . .

ε3
. . . 1

z
. . . fn−1

zfn z εn




, Fj(w) =

[
fj 1

w − εj 0

]
.

よって定理 1.7の m = 2 の場合の結果は次の公式と同値である:

det
(−w + L(z)

)
= det

(
(−1)n−1z + F1(w) · · ·Fn(w)

)
.

この公式は det
(−w + L(z)

)
を余因子展開を用いて n に関する帰納法で計算するための

公式と F1(w) · · ·Fn(w) を n に関して帰納的に計算するための公式を比較すれば容易に証
明される.


