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1 Discrete dynamical systems over a skew field

この section では非可換版の W̃
(
A

(1)
m−1

)× W̃
(
A

(1)
n−1

)
の有理作用を構成する.

この section では m, n は任意の 2 以上の整数であるとし, K は Laurent 多項式環
Z[r±1, p±] を含む任意の斜体 (可換とは限らない体) であるとする.

1.1 Extended affine Weyl groups W̃
(
A

(1)
m−1

)
and W̃

(
A

(1)
n−1

)

この subsection では A 型の拡大アフィン Weyl 群に関するよく知られた結果をまとめ
ておく.

生成元 r0, r1, . . . , rm−1, ω と次の基本関係式によって定まる群を A
(1)
m−1 型の拡大アフィ

ン Weyl 群と呼び, W̃
(
A

(1)
m−1

)
と表わす:

rirj = rjri (j 6≡ i, i± 1 (mod m)),
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riri+1ri = ri+1riri+1,

r2
i = 1,

ωriω
−1 = ri+1.

ただし ri の添字 i は m 周期的に Z 全体に拡張しておく. r0, r1, . . . , rm−1 から生成さ
れる W̃

(
A

(1)
m−1

)
の部分群を A

(1)
m−1 型のアフィン Weyl 群と呼び, W

(
A

(1)
m−1

)
と表わす.

r1, . . . , rm−1 から生成される W̃
(
A

(1)
m−1

)
の部分群を Am−1 型のWeyl 群と呼び, W (Am−1)

と表わす. i = 1, . . . , m − 1 に対する ri に互換 (i, i + 1) を対応させることによって
W (Am−1) は m 次の置換群 rm と同一視される.

W̃
(
A

(1)
m−1

)
の元 Ti を次のように定める:

T1 = ωrm−1 · · · r3r2r1,

T2 = r1ωrm−1 · · · r3r2,

T3 = r2r1ωrm−1 · · · r3,

· · · · · · · · · · · ·
Tm = rm−1 · · · r3r2r1ω.

このとき Ti の添字を m 周期的に Z 全体に拡張しておくと次が成立している:

TiTj = TjTi, ωTiω
−1 = Ti+1,

riTir
−1
i = Ti+1, riTi+1r

−1
i = Ti, riTjr

−1
i = Tj (j 6≡ i, i + 1 (mod m)).

さらに T1, . . . , Tm から生成される W̃
(
A

(1)
m−1

)
の部分群は m 次元格子 Zm に同型になる.

λ = (λ1, . . . , λm) ∈ Zm に T λ1
1 · · ·T λm

m を対応させることによって T1, . . . , Tm から生成さ
れる W̃

(
A

(1)
m−1

)
の部分群と m 次元格子 Zm を同一視しておく. これによって拡大アフィ

ン Weyl 群 W̃
(
A

(1)
m−1

)
の全体は Sm と Zm の半直積と同一視される.

変数 r から生成される Z 上の Laurent 多項式環 Z[r±1] 上の多項式環 Z[r±1][t1, . . . , tm]

への拡大アフィン Weyl 群 W̃
(
A

(1)
m−1

)
= Sm n Zm の自己同型作用を次のように定めるこ

とができる:

ρ(ti) = tρ(i) (ρ ∈ Sm), Ti(ti) = rti, Ti(tj) = tj (j 6≡ i (mod m)).

このとき ω, r0 は次のように作用している:

ω(tm) = rt1, ω(tj) = tj+1 (j = 1, . . . , m− 1),

r0(t1) = r−1tm, r0(tm) = rt1, r0(tj) = tj (j = 2, . . . ,m− 1).

この作用によって W̃
(
A

(1)
m−1

)
は Z[r±1][t1, . . . , tm] の自己同型群の部分群と同一視される.

拡大アフィン Weyl 群 W̃
(
A

(1)
n−1

)
の元 rk, Tk, ω を W̃

(
A

(1)
m−1

)
の対応する元と区別する

ためにそれぞれを sk, Uk, $ と書くことにする. s0, s1, . . . , sn−1, $ が満たすべき基本関係
式は次の通り:

sksl = slsk (l 6≡ k, k ± 1 (mod n)),

sksk+1sk = sk+1sksk+1,
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s2
k = 1,

$sk$
−1 = sk+1.

ここで sk の添え字は sk+n = sk によって Z 全体に拡張されていることに注意でせよ. さ
らに Uk の定義は次の通り:

U1 = $sn−1 · · · s3s2s1,

U2 = s1$sn−1 · · · s3s2,

U3 = s2s1$sn−1 · · · s3,

· · · · · · · · · · · ·
Un = sn−1 · · · s3s2s1$.

このとき Uk の添字を n 周期的に Z 全体に拡張しておくと次が成立している:

UkUl = UlUk, $Uk$
−1 = Uk+1,

skUks
−1
k = Uk+1, skUk+1s

−1
k = Uk, skUls

−1
k = Ul (l 6≡ k, k + 1 (mod n)).

W̃
(
A

(1)
n−1

)
は n 次の置換群 Sn = 〈s1, . . . , sn〉 と n 次元格子 Zn = 〈U1, . . . , Un〉 の半直積

Sn n Zm と同一視される.

変数 sから生成される C上の Laurent多項式環 Z[s±1]上の多項式環 Z[s±1][u1, . . . , un]

への拡大アフィン Weyl 群 W̃
(
A

(1)
n−1

)
= SnnZn の自己同型作用を次のように定めること

ができる:

σ(uk) = tσ(k) (σ ∈ Sn), Uk(uk) = suk, Uk(ul) = ul (l 6≡ k (mod n)).

このとき $, s0 は次のように作用している:

$(un) = su1, $(ul) = ul+1 (l = 1, . . . , n− 1),

s0(u1) = s−1un, s0(un) = su1, s0(ul) = ul (j = 2, . . . , m− 1).

この作用によって W̃
(
A

(1)
n−1

)
は Z[s±1][u1, . . . , um] の自己同型群の部分群と同一視される.

1.2 M
(r,s)
mn (K), cik, dik, Pik, Qik, X (r,s)

mn (K)

Laurent 多項式環 Z[r±1, s±] を含む斜体 K の元を成分に持つ Z× Z 行列全体の集合を
MZ×Z(K) と表わす. 行列 x = [xik] ∈ MZ×Z(K) で準周期性

xi+m,k = rxik, xi,k+n = sxik.

を満たすもの全体の集合を M
(r,s)
mn (K) と表わすことにする. 準周期的な Z × Z 行列 x ∈

M
(r,s)
mn (K)にm×n行列 [xik]i=1,...,m;k=1,...,n ∈ Mmn(K)を対応させることによって, M (r,s)(K)

と Mmn(K) を同一視し, M
(r,s)
mn (K) を単に Mmn(K) と書くこともある.

x = [xik] ∈ M
(r,s)
mn (K) とする.

cik = cik(x) を次のように定める:

cik =

n︷ ︸︸ ︷
xikxi,k+1 · · · xi,k+n−1 .
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もしも cik が K の中心元ならば ci,k+l と ci+m,k もそうであり, 次が成立している:

ci,k+l = slcik, ci+m,k = rncik.

dik = dik(x) を次のように定める:

dik =

m︷ ︸︸ ︷
xi+m−1,k · · ·xi+1,kxik .

もしも dik が K の中心元ならば di+j,k と di,k+nもそうであり, 次が成立している:

di+j,k = rjdik, di,k+n = smdik.

Pik = Pik(x) ∈ K を次のように定める:

Pik =
n∑

l=1

l−1︷ ︸︸ ︷
xikxi,k+1 · · · xi,k+l−2

n−l︷ ︸︸ ︷
xi+1,k+lxi+1,k+l+1 · · · xi+1,k+n−1

=

n−1︷ ︸︸ ︷
xi+1,k+1xi+1,k+2xi+1,k+3 · · · xi+1,k+n−1

+
1︷︸︸︷

xik

n−2︷ ︸︸ ︷
xi+1,k+2xi+1,k+3 · · · xi+1,k+n−1

+
2︷ ︸︸ ︷

xikxi,k+1

n−3︷ ︸︸ ︷
xi+1,k+3 · · · xi+1,k+n−1

+ · · ·

+

n−3︷ ︸︸ ︷
xik · · · xi,k+n−3

2︷ ︸︸ ︷
xi+1,k+n−2xi+1,k+n−1

+

n−2︷ ︸︸ ︷
xik · · · xi,k+n−3xi,k+n−2

1︷ ︸︸ ︷
xi+1,k+n−1

+

n−1︷ ︸︸ ︷
xik · · · xi,k+n−3xi,k+n−2xi,k+n−1

このとき次の準周期性が成立している:

Pi,k+n = sn−1Pik, Pi+m,k = rn−1Pik.

Qik = Qik(x) ∈ K を次のように定める:

Qik =
m∑

j=1

m−j︷ ︸︸ ︷
xi+m−1,k+1 · · · xi+j+1,k+1xi+j,k+1

j−1︷ ︸︸ ︷
xi+j−2,k · · · xi+1,kxik

=

m−1︷ ︸︸ ︷
xi+m−1,k+1 · · ·xi+3,k+1xi+2,k+1xi+1,k+1

+

m−2︷ ︸︸ ︷
xi+m−1,k+1 · · · xi+3,k+1xi+2,k+1

1︷︸︸︷
xik

+

m−3︷ ︸︸ ︷
xi+m−1,k+1 · · · xi+3,k+1

2︷ ︸︸ ︷
xi+1,kxik

+ · · ·

+
2︷ ︸︸ ︷

xi+m−1,k+1xi+m−2,k+1

m−3︷ ︸︸ ︷
xi+m−4,k · · ·xi+1,kxik
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+
1︷ ︸︸ ︷

xi+m−1,k+1

m−2︷ ︸︸ ︷
xi+m−3,kxi+m−4,k · · · xi+1,kxik

+

m−1︷ ︸︸ ︷
xi+m−2,kxi+m−3,kxi+m−4,k · · · xi+1,kxik .

このとき次の準周期性が成立している:

Qi+m,k = rm−1Qik, Qi,k+n = sm−1Qik.

Definition 1.1 (X (r,s)
mn (K)) 以下の条件を満たす x = [xik] ∈ M

(r,s)
mn (K)全体のなすM

(r,s)
mn (K)

の部分集合を X (r,s)
mn (K) と書くことにする:

(1) 任意の i, k に対して cik(x) は K× の中心元である.

(1′) 任意の i, k に対して dik(x) は K× の中心元である.

(2) i 6≡ j (mod m) ならば任意の µ ∈ Z に対して cik(x) 6= sµcjk(x).

(2′) k 6≡ l (mod n) ならば任意の ν ∈ Z に対して dik(x) 6= rµdil(x).

(3) 任意の i, k に対して Pik(x) ∈ K×.

(3′) 任意の i, k に対して Qik(x) ∈ K×.

Remark 1.2 (m と n の交換に関する双対性) 全単射 θ : M
(r,s)
mn (K) → M

(s−1,r−1)
nm (K) を

次のように定めることができる:

θ(x) = y = [yki], yki = xm+1−i,n+1−k (x = [xik] ∈ M (r,s)
mn (K)).

Mmn(K) = M
(r,s)
mn (K), Mnm(K) = M

(s−1,r−1)
nm (K) と同一視し, θ を Mmn(K) から Mnm(K)

への全単射とみなすとき, m× n 行列 x ∈ Mmn(K) に対応する n×m 行列 y = θ(x) は x

の成分の並べ方を左右と上下双方について逆転させて転置するによって得られる.

y = θ(x) のとき以下が成立している:

cki(y) = d2−i,n+1−k(x), dki(y) = cm+1−i,2−k(x),

Pki(y) = Q2−i,n−k(x), Qki(y) = Pm−i,2−k(x).

これより θ の X (r,s)
mn (K) への制限は X (r,s)

mn (K) から X (s−1,r−1)
nm (K) への全単射を与えること

がわかる.

1.3 X-operators

(i, j) 成分だけが 1 で他の成分が 0 であるような m ×m 行列 (行列単位)を Eij と書
き, Λ(z) ∈ Mmm(Z[z]) を次のように定める:

Λ(z) =
m−1∑
i=1

Ei,i+1 + zEm1 =




0 1

0
. . .
. . . 1

z 0




(m×m matrix).
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x = [xik] ∈ M
(r,s)
mn (K) に対して Mmm(K[z]) に含まれる m × m 行列 Λk = Λk(z),

xk = xik(x), Xik(z) = Xik(x, z) を次のように定める:

Λk = Λ(r−kz),

xik = diag(xik, xi+1,k . . . , xi+m−1,k),

Xik(z) = Λk + xik =




xik 1

xi+1,k
. . .
. . . 1

r−kz xi+m−1,k




.

Xik(z) たちを local L-operators と呼ぶ. さらにモノドロミー行列 Xik(z) = Xik(x, z) を
次のように定める:

Xik(z) = Xik(z)Xi,k+1(z) · · ·Xi,k+n−1(z)

= (Λk + xik)(Λk+1 + xi,k+1) · · · (Λk+n−1 + xi,k+n−1).

Remark 1.3 (Pik の正体) 準周期性 xi+m,k = rxik と条件

Λlxik = xi+1,kΛl+1.

は同値であることに注意せよ. このことよりモノドロミー行列 Xik(z) は次のように展開
されることがわかる:

Xik(z) = xikxi,k+1 · · ·xi,k+n−1

+

(
n∑

l=1

l−1︷ ︸︸ ︷
xikxi,k+1 · · ·xi,k+l−2

n−l︷ ︸︸ ︷
xi+1,k+lxi+1,k+l+1 · · ·xi+1,k+n−1

)
Λk+n−1 + · · ·

したがって以下が成立していることがわかる:

1. Xik(z) の (j, j) 成分の z に関する定数項は ci+j−1,k に等しい.

2. j = 1, . . . , m− 1 に対して Xik の (j, j + 1) 成分の z に関する定数項は Pi+j−1,k に
等しく, Xik の (m, 1) 成分の z の係数は r−(k+n−1)Pi+m−1,k に等しい.

Lemma 1.4 x1, . . . , xm は斜体 K の元であり, d = xm · · · x2x1 は K の中心元であると仮
定し, X(z) = Λ(z) + diag(x1, . . . , xm) と置く. c は K の任意の中心元であるとする. この
とき X(c) が可逆であるための必要十分条件は c 6= (−1)md が成立することである. さら
に X((−1)md)v = 0 を満たす縦ベクトル v = [vj]

m
j=1 ∈ Km は常に次の形をしている:

v = v(a) :=




a

−x1a

(−1)2x2x1a

· · ·
(−1)m−1xm−1 · · · x2x1a




, a ∈ K.
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Proof. d = xm · · ·x2x1 が K の中心元であることより, d = xi−1 · · · x2x1xm . . . xi+1xi

(i = 1, . . . , m) が出る. X(c) ∈ Mmm(K) が非可逆であることと X(c)v = 0 を満たす 0 で
ない v ∈ Km が存在することは同値である. 条件 X(c)v = 0 を成分について書き直すと

v2 = −x1v1, v3 = −x2v2, . . . , vm = −xm−1vm−1, cv1 = −xmvm.

となる. これより次が出る:

cvi = (−1)mdvi (i = 1, . . . , m).

よって X(c)v = 0 を満たす 0 でない v ∈ Km が存在するならば c = (−1)md でなければ
いけない. 逆に c = (−1)md ならば v = v(1) 6= 0 は X(c)v = 0 を満たしている. 以上に
よって X(c) が可逆であるための必要十分条件は c 6= (−1)md であることがわかる.

X((−1)md)v = 0 かつ v1 = a とすると v2 = −x1v1 = −x1a, v3 = −x2v2 = x2x1a, . . .,

vn = (−1)m−1xm−1 · · · x2x1a であることがわかる.

Lemma 1.5 (key lemma) X(z) ∈ Mmm(K[z]), µ1, . . . , µn ∈ Z を任意に取り, d1, . . . , dn

は K× の中心元であるとし, k 6= l ならば rµkdk 6= rµldl であると仮定する. このとき以下
の条件を満たす x = [xik] ∈ Mmn(K) は (存在するならば)一意的である:

1. k = 1, 2, . . . , n に対して Xk(z) = Λ(r−µkz) + diag(x1k, x2k, . . . , xmk) と置くと
X1(z)X2(z) · · ·Xn(z) = X(z).

2. k = 1, 2, . . . , n に対して xmk · · · x2kx1k = dk.

Proof. n に関する帰納法で証明できる. x1n, x2n, . . . , xmn の一意性を示せば十分である
こともわかる. rµkdk 6= rrµn

dn (k = 1, . . . , n− 1) であり, xmk · · · x2kx1k = dk であるから,

Lemma 1.4 より Xk((−1)mrµndn) (k = 1, . . . , n− 1) は可逆である. よって任意の v ∈ Km

に対して X((−1)mrµndn)v = 0 と Xn((−1)mrµndn)v = 0 は同値である. さらにそのよう
な v は Lemma 1.4 より次の形をしている:

v =




a

−x1na

(−1)2x2nx1na

· · ·
(−1)m−1xm−1,n · · · x2nx1na




, a ∈ K.

このような v 全体の空間は X((−1)mrµndn)v = 0という条件から定まり, xmn · · · x2nx1n =

dn 6= 0 である. よって x1n, x2n, . . . , xmn が X(z) と dn から一意的に決まることがわか
る.

1.4 W̃
(
A

(1)
m−1

)
symmetry

Definition 1.6 (ω) 全単射 ω : X (r,p)
mn (K) → X (r,s)

mn (K) を次のように定めることができる:

ω(x) = [x′jl] (x = [xjl] ∈ X (r,s)
mn (K)).

ここで
x′jl = xj+1,l.
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Lemma 1.7 任意の x ∈ M
(r,s)
mn (K) に対して Pik = Pik(x) は次を満たしている:

xikPi,k+1 − Pikxi+1,k+n = cik − ci+1,k+1.

Proof. Pikxi+1,k+n と xikPi,k+1 を別々に計算すると

xikPi,k+1 =
n∑

l=1

l︷ ︸︸ ︷
xikxi,k+1xi,k+2 · · · xi,k+l−1

n−l︷ ︸︸ ︷
xi+1,k+l+1xi+1,k+l+2 · · · xi+1,k+n,

Pikxi+1,k+n =
n∑

l=1

l−1︷ ︸︸ ︷
xikxi,k+1 · · · xi,k+l−2

n−l+1︷ ︸︸ ︷
xi+1,k+lxi+1,k+l+1 · · · xi+1,k+n−1xi+1,k+n

=
n−1∑

l=0

l︷ ︸︸ ︷
xikxi,k+1xi,k+2 · · · xi,k+l−1

n−l︷ ︸︸ ︷
xi+1,k+l+1xi+1,k+l+2 · · · xi+1,k+n .

したがって

xikPi,k+1 − Pikxi+1,k+n = xikxi,k+1xi,k+2 · · · xi,k+n−1 − xi+1,k+1xi+1,k+2 · · ·xi+1,k+n

= cik − ci+1,k+1.

x ∈ X (r,s)
mn (K) に対して K の元 αik = αik(x), Aik = Aik(x) を次のように定める:

αik = cik − ci+1,k+1, Aik = s−1 αik

Pik

.

αi+m,k = rnαik, Pi+m,k = rn−1Pik と αi,k+n = snαik, Pi,k+n = sn−1Pik のそれぞれより
Ai+m,k = rAik と Ai,k+n = sAik が導かれる.

Lemma 1.8 任意の x ∈ X (r,s)
mn (K) に対して Pik = Pik(x) は次を満たしている:

Aikxik − xi+1,kAi,k+1 = AikAi,k+1.

Proof. Lemma 1.7と xi+1,k+n = sxi+1,k, αik = skαi0 より

xikPi,k+1 − sPikxi+1,k = skαi0.

この等式の両辺に s−k をかけ, P̃ik = s−(k−1)Pik と置くと,

xikP̃i,k+1 − P̃ikxi+1,k = αi0.

この等式の両辺に左から P̃−1
ik をかけ, 右から P̃−1

i,k+1 をかけ, さらに αi0 をかけると

αi0

P̃i,k+1

xik − xi+1,k
αi0

P̃i,k+1

=
αi0

P̃i,k+1

αi0

P̃i,k+1

.

よって次が成立することに注意すれば補題の主張が証明される:

αi0

P̃ik

=
s−kαik

s−(k−1)Pik

= Aik.
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Definition 1.9 (ρi) 写像 ρi : X (r,s)
mn (K) → M

(r,s)
mn (K) を次のように定めることができる:

ρi(x) = x′ = [x′jl] (x = [xjl] ∈ X (r,s)
mn (K)).

ここで

x′jl = xjl − Aj,l+1 = A−1
jl xj+1,lAj,l+1 = sPjlxj+1,lP

−1
j,l+1 (j ≡ i (mod m)),

x′j+1,l = xj+1,l + Ajl = AjlxjlA
−1
j,l+1 = s−1P−1

jl xjlPj,l+1 (j ≡ i (mod m)),

x′jl = xjl (j 6≡ i, i + 1 (mod m)).

各定義式の 2つ目以降の等号は Lemma 1.8 および αi,k+1 = sαik より Ai,k+1 = αik/Pi,k+1

であることから導かれる. 定義より明らかに ρi+m = ρi である.

x ∈ X (r,s)
mn (K) に対して m ×m 行列 G

(i)
jl (z) = G

(i)
jl (x, z) を以下のように定める. i′ ≡

i (mod m) を満たす唯一の i′ ∈ {j, j + 1, . . . , j + m− 1} を取り,

G
(i)
jl (z) = E + Ai′lEi′−j+2,i′−j+1 (i′ − j + 1 = 1, . . . , m− 1),

G
(i)
jl (z) = E + rl−1z−1Ai′lE1m (i′ − j + 1 = m).

ここで E は m×m の単位行列である.

Lemma 1.10 (ρi の Lax 表示) 任意の x ∈ X (r,s)
mn (K) に対して

Xjl(ρi(x), z) = G
(i)
jl (x, z)Xjl(x, z)G

(i)
j,l+1(x, z)−1. (∗)

Proof. i0 := i′−j+1 = 1, . . . ,m−1のとき (∗)の右辺の第 (i0, i0), (i0, i0+1), (i0+1, i0),

(i0 + 1, i0 + 1) 成分を計算すると以下のようになる:

[
1 0

Ai′l 1

][
xi′l 1

0 xi′+1,l

][
1 0

−Ai′,l+1 1

]

=

[
xi′l − Ai′,l+1 1

Ai′lxi′l − xi′+1,lAi′,l+1 − Ai′lAi′,l+1 xi′+1,l + Ai′l

]
.

したがって Lemma 1.8より (∗)が成立することがわかる.

i′− j + 1 = m と仮定する. そのとき i′ = j + m− 1, xjl = xi′+1−m,l = r−1xi′+1,l である.

よって (∗) の右辺の第 (1, 1), (1,m), (m, 1), (m,m) 成分を計算すると以下のようになる:

[
1 rl−1z−1Ai′l

0 1

] [
xjl 0

r−lz xj+m−1,l

][
1 −rlz−1Ai′l

0 1

]

=

[
1 rl−1z−1Ai′l

0 1

] [
r−1xi′+1,l 0

r−lz xi′l

][
1 −rlz−1Ai′l

0 1

]

=

[
r−1(xi′+1,l + Ai′l) rl−1(Ai′lxi′l − xi′+1,lAi′,l+1 − Ai′lAi′,l+1)

r−lz xi′l − Ai′,l+1

]
.

したがって Lemma 1.8より (∗)が成立することがわかる.
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z の縦 m ベクトル値函数 v(z) に作用する作用素 Tz,s を次のように定める:

Tz,sv(z) = s−(m−1)/2 diag(sm−1, sm−2, . . . , 1)v(smz).

z の m×m 行列値函数 A(z) への Tz,s の作用を次のように定める:

Tz,s(A(z)) := Tz,sA(z)T−1
z,s

= diag(sm−1, sm−2, . . . , 1)A(smz) diag(sm−1, sm−2, . . . , 1)−1.

すなわち A(z) の成分を aij(z) と書くと,

Tz,s(A(z)) =




a11(smz) sa12(smz) s2a13(smz)
. . . sm−1a1m(smz)

s−1a21(smz) a22(smz) sa23(smz)
. . . . . .

s−2a31(smz) s−1a32(smz) sa23(smz)
. . . s2am−2,m(smz)

. . . . . . . . . . . . sam−1,m(smz)

s−(m−1)am1(smz)
. . . s−2am,m−2(smz) s−1am,m−1(smz) amm(smz)




.

Aj,l+n = sAjl より

G
(i)
j,l+n(z) = T−1

z,s (G
(i)
jl (z)), i.e. G

(i)
jl (z) = Tz,s(G

(i)
j,l+n(z)).

したがって Lemma 1.10 より次の結果が導かれる.

Lemma 1.11 任意の x ∈ X (r,s)
mn (K) に対して

Xjl(ρi(x), z) = Tz,s(G
(i)
j,l+n(x, z))Xjl(x, z)G

(i)
j,l+n(x, z)−1.

Remark 1.12 Lemma 1.11は ρi の作用が形式的に次の線形差分方程式のゲージ変換を
定めることを意味している:

Tz,sYjl(z) = Xjl(z)Yjl(z).

実際
Ỹjl(z) = G

(i)
j,l+n(z)Yjl(z), X̃jl(z) = Tz,s(G

(i)
j,l+n(z))Xjl(z)G

(i)
j,l+n(z)−1

と置くと

Ts,zỸjl(z) = Ts,zG
(i)
j,l+n(z)Yjl(z)

= Ts,z(G
(i)
j,l+n(z))Ts,zYjl(z) = Ts,z(G

(i)
j,l+n(z))Xjl(z)Yjl(z)

= Ts,z(G
(i)
j,l+n(z))Xjl(z)G

(i)
j,l+n(z)−1G

(i)
j,l+n(z)Yjl(z) = X̃jl(z)Ỹjl(z).

Lemma 1.13 (((X(z) への ρi の作用が braid relation を満たすこと)))

Theorem 1.14 (braid relations of ρi)

1. j 6≡ i, i + 1 (mod m) かつ x, ρi(x), ρj(x) ∈ X (r,s)
mn (K) ならば ρiρj(x) = ρjρi(x).

2. x, ρi(x), ρi+1(x), ρiρi+1(x), ρi+1ρi(x) ∈ X (r,s)
mn (K) ならば ρiρi+1ρi(x) = ρi+1ρiρi+1(x).

3. x, ρi(x) ∈ X (r,s)
mn (K) ならば ρ2

i (x) = x.

Proof. (((Lemma 1.13 と Lemma 1.5 からこの定理が証明される.)))
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1.5 W̃
(
A

(1)
n−1

)
symmetry

(((この subsection では $, σk の作用が定義され, それらが W̃
(
A

(1)
n−1

)
の基本関係式を

満たしていることを示す.)))

Definition 1.15 ($) 全単射 $ : X (r,p)
mn (K) → X (r,s)

mn (K) を次のように定めることがで
きる:

$(x) = x′ = [x′jl] (x = [xjl] ∈ X (r,s)
mn (K)).

ここで
x′jl = xj,l+1.

Lemma 1.16 任意の x ∈ M
(r,s)
mn (K) に対して Qik = Qik(x) は次を満たしている:

Qi+1,kxik − xi+m,k+1Qik = dik − di+1,k+1.

Proof. Qi+1,kxik と xi+m,k+1Qik を別々に計算すると

Qi+1,kxik =
m∑

j=1

m−j︷ ︸︸ ︷
xi+m,k+1 · · ·xi+j+2,k+1xi+j+1,k+1

j︷ ︸︸ ︷
xi+j−1,k · · · xi+2,kxi+1,kxik,

xi+m,k+1Qik =
m∑

j=1

m−j+1︷ ︸︸ ︷
xi+m,k+1xi+m−1,k+1 · · ·xi+j+1,k+1xi+j,k+1

j−1︷ ︸︸ ︷
xi+j−2,k · · ·xi+1,kxik

=
m−1∑
j=0

m−j︷ ︸︸ ︷
xi+m,k+1 · · · xi+j+2,k+1xi+j+1,k+1

j︷ ︸︸ ︷
xi+j−1,k · · ·xi+2,kxi+1,kxik .

したがって

Qi+1,kxik − xi+m,k+1Qik = xi+m−1,k · · ·xi+2,kxi+1,kxik − xi+m,k+1 · · ·xi+2,k+1xi+1,k+1

= dik − di+1,k+1.

x ∈ X (r,s)
mn (K) に対して K の元 βik = βik(x), Bik = Bik(x) を次のように定める:

βik = dik − di+1,k+1, Bik = r−1 βik

Qik

.

βi,k+n = smβik, Qi,k+n = sm−1Qik と βi+m,k = rmβik, Qi+m,k = rm−1Qik のそれぞれより
Bi+m,k = rBik と Bi,k+n = sBik が導かれる.

Lemma 1.17 任意の x ∈ X (r,s)
mn (K) に対して Bik = Bik(x) は次を満たしている:

xikBik −Bi+1,kxi,k+1 = Bi+1,kBik.

Proof. Lemma 1.16と xi+m,k+1 = rxi,k+1, βik = riβ0k より

Qi+1,kxik − xi,k+1rQik = riβ0k.

この等式の両辺に r−i をかけ, Q̃ik = r−(i−1)Qik と置くと,

Q̃i+1,kxik − xi,k+1Q̃ik = β0k.
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この等式の両辺に右から Q̃−1
ik をかけ, 左から Q̃−1

i,k+1 をかけ, さらに β0k をかけると

xik
β0k

Q̃ik

− β0k

Q̃i,k+1

xi+1,k =
β0k

Q̃i,k+1

β0k

Q̃ik

.

よって次が成立することに注意すれば補題の主張が証明される:

β0k

Q̃ik

=
r−iβik

r−(i−1)Qik

= Bik.

Definition 1.18 (σk) 写像 σk : X (r,s)
mn (K) → M

(r,s)
mn (K)を次のように定めることができる:

σk(x) = x′ = [x′jl] (x = [xjl] ∈ X (r,s)
mn (K)).

ここで

x′jl = xjl −Bj+1,l = Bj+1,lxj,l+1B
−1
jl = rQ−1

j+1,lxj,l+1Qjl (l ≡ k (mod n)),

x′j,l+1 = xj,l+1 + Bjl = B−1
j+1,lxjlBjl = r−1Qj+1,lxjlQ

−1
jl (l ≡ k (mod n)),

x′jl = xjl (l 6≡ k, k + 1 (mod n)).

各定義式の 2つ目以降の等号はLemma 1.17 および βi+1,k = rβik より Bi+1,k = βik/Qi+1,k

であることから導かれる. 定義より明らかに σk+n = σk である.

Lemma 1.19 (σk の Veselov 表示) 任意の x ∈ X (r,s)
mn (K) に対して

Xjl(σk(x), z)Xj,l+1(σk(x), z) = Xjl(x, z)Xj,l+1(x, z) (l ≡ k (mod n)),

Xjl(σk(x), z) = Xjl(x, z) (l 6≡ k, k + 1 (mod n)),

djl(σk(x)) = rdj,l+1(x) = dj+1,l+1(x) (l ≡ k (mod n)),

dj,l+1(σk(x)) = r−1djl(x) = dj−1,l(x) (l ≡ k (mod n)),

Proof. 記号の簡単のため x′ = [x′jl] = σk(x), Xjl = Xjl(x, z), X ′
jl = Xjl(x

′, z), xjl =

xjl(x), x′jl = xjl(x
′) と置く.

l ≡ k (mod n) のとき x′jl = xjl − Bj+1,l, x′j,l+1 = xj,l+1 + Bjl であることより, 1行目の
公式は Lemma 1.17 の結果と同値であることがわかる.

l 6≡ k, k + 1 (mod n) のとき x′jl = xjl であることから, 2行目の公式が得られる.

l ≡ k (mod n) のとき x′jl = rQ−1
j+1,lxj,l+1Qjl, x′j,l+1 = r−1Qj+1,lxj,l+1Q

−1
jl であり,

Qj+m,l = rm−1Qjl であることから, 3行目と 4行目の公式が得られる.

1.6 W̃
(
A

(1)
m−1

)× W̃
(
A

(1)
n−1

)
symmetry

(((この subsection では W̃
(
A

(1)
m−1

)
の作用と W̃

(
A

(1)
n−1

)
の作用が可換であることを示

す.)))
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2 Quantum discrete dynamical systems

この section では量子版の W̃
(
A

(1)
m−1

)× W̃
(
A

(1)
n−1

)
の有理作用を構成する.

非可換版と量子版の違いについて説明しよう. 前 section で構成した非可換版有理作用
における ρi, σk の定義域は集合 M

(r,s)
mn (K) の部分集合であった. それに対してこの節で構

成する量子版の有理作用は斜体への自己同型作用として構成される. 我々が欲しているの
はこちらの方である.
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